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Введение 

Магнитосфера Земли, образованная взаимодействием солнечного ветра и земного 

магнитного поля, – это естественный щит, защищающий все живое на поверхности 

планеты от вредного воздействия частиц, испускаемых Солнцем (солнечным ветром) и 

высокоэнергичных космических частиц, источники которых лежат вне Солнечной 

системы. С развитием космической техники, которая тоже подвержена влиянию 

заряженных частиц, задача диагностики Земной магнитосферы стала еще более актуальна. 

Одним из эффективных средств мониторинга магнитосферы является интерпретация  

данных об ультранизкочастотных волнах (период 0,1  – 600 сек), которые так же называют 

геомагнитными пульсациями [Гульельми и Троицкая, 1973]. 

Геомагнитные пульсации представляют собой магнитогидродинамические волны, 

возбужденные различными неустойчивостями плазмы на магнитопаузе (область, где 

давление солнечного ветра уравновешивается давлением земного магнитного поля) или 

внутри магнитосферы. Данные о таких колебаниях могут быть получены при помощи 

различных технических средств, таких как магнитные обсерватории [Howard and Menk, 

2005], радарные установки [Allan et al., 1982; Chelpanov et al., 2016] и искусственные 

спутники земли [Barfield and McPherron, 1972]. Однако, не менее важной задачей, чем 

получение данных, является их интерпретация, т. е. составление теоретических моделей, 

которые могли бы не только хорошо описывать наблюдаемые явления, но и дать 

представление о том, что послужило причиной, и какие будут следствия, таких явлений. 

Данная работа посвящена теоретическому исследованию одного из наиболее 

низкочастотных типов геомагнитных пульсаций, азимутально-мелкомасштабных 

компрессионных волн в магнитосферной плазме. 

Основные сведения о Земной магнитосфере 

Наша планета обладает значительным собственным магнитным полем, которое 

является естественной преградой для потоков, испускаемых Солнцем частиц (солнечным 

ветром) и высокоэнергичных космических частиц, источники которых лежат вне 
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Солнечной системы. В первом приближении магнитное поле Земли является диполем, ось 

которого наклонена примерно на 10° относительно оси вращения Земли. Однако из-за 

взаимодействия с солнечным ветром эта конфигурация существенно усложняется. Линии 

поля с ночной стороны Земли вытягиваются в направлении от Солнца, образуя хвост 

магнитосферы (Рисунок 1). Как уже упоминалось, границей магнитосферы служит 

магнитопауза, - область пространства, где уравновешиваются газокинетическое давление 

солнечного ветра и давление магнитного поля Земли. Ближайшая точка магнитопаузы от 

центра Земли находится примерно в 10 земных радиусах, в районе геомагнитного 

экватора на дневной стороне, а самая удаленная точка - в конце магнитного хвоста, на 

расстоянии более 900 земных радиусов. Однако эти расстояния, как и размер всей 

магнитосферы целиком, постоянно меняются, в зависимости от скорости и концентрации 

частиц солнечного ветра и ориентации межпланетного магнитного поля. 

Частицы солнечного ветра, двигаясь со сверхзвуковой скоростью, создают ударную 

волну на расстоянии 4 – 5 земных радиусов от магнитопаузы. Скорость солнечного ветра 

может колебаться в достаточно широких пределах: от 300 до 750 км/с. Между ударной 

волной и магнитопаузой располагается переходная область. В приполярных областях 

образуются воронкообразные полости в геомагнитном поле – каспы. В этих областях 

заряженные частицы могут проникать в плотные слои атмосферы, вызывая при этом 

полярные сияния. 

 

Рисунок 1. Схематичное представление магнитосферы 
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Хвост магнитосферы имеет сложную структуру. Магнитное поле делит хвост на две 

доли, в одной из которых магнитные силовые линии направлены от Земли, а во второй, 

наоборот, к Земле. Между долями располагается узкий, толщиной всего несколько сотен 

километров, нейтральный слой, где магнитное поле равно нулю. Вокруг нейтрального 

слоя находится область горячей плазмы (плазменный слой), частицы которой играют 

важную роль в динамике возмущенной магнитосферы. 

На расстояниях до 6 – 7 земных радиусов можно считать, что геомагнитное поле имеет 

дипольную структуру. При этом движение заряженных частиц из-за неоднородности 

магнитного поля будет иметь достаточно сложный характер. Можно выделить три вида 

движения для таких частиц, а именно: ларморовское вращение, баунс-движение и 

магнитный дрейф [Чен, 1987]. Движение заряженной частицы в дипольной магнитосфере 

представлено на рисунке 2. 

 

Рисунок 2. Движение заряженных частиц в магнитосфере 

Ларморовское вращение представляет собой вращение частицы вокруг силовой линии 

магнитного поля с ларморовской частотой или, как ее еще называют, гирочастотой 𝜔௖. 

Баунс-движение – это колебательное движение частицы вдоль линий магнитного поля 

между точками отражения (зеркальными точками) расположенными в Северном и Южном 

полушариях. Соответствующая частота называется баунс-частотой 𝜔௕. Из-за радиального 

градиента магнитного поля и кривизны силовых линий возникает магнитный дрейф. 

Скорость, с которой частицы оборачиваются вокруг Земли – называют скоростью 

магнитного дрейфа, а соответствующую ей частоту оборотов вокруг Земли - дрейфовой 

частотой 𝜔ௗ. При этом протоны дрейфуют на запад, а электроны – на восток [Hamlin et al., 

1961]. 
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Колебания магнитного поля Земли с периодами от 1 до 600 секунд, называют 

геомагнитными пульсациями. Эти пульсации представляют собой ультра-низкочастотные 

(УНЧ) волны. Они признаны важным элементом магнитосферной физики и полезным 

инструментом для диагностики и изучения космической погоды. УНЧ волны в прошлом и 

сейчас называют по-разному: геомагнитные пульсации, микропульсации, магнитные 

колебания и т. п. Они являются наземным подтверждением существования 

гидромагнитных волн в магнитосфере Земли. 

Краткая история развития представлений о геомагнитных пульсациях 

Одни из первых опубликованных наблюдений геомагнитных пульсаций были 

представлены в 1861 году Бальфуром Стюартом, который изучал записи Великой 

магнитной бури 1859 года с помощью магнитографов в обсерватории Кью, близ Лондона 

[Stewart, 1861]. Он описал пульсации стрелки магнитометра с отчетливыми амплитудами 

в частотном диапазоне 3 – 30 мГц. 

Во время второго Международного Полярного года (1932-1933) Харанг [Harang, 1936] 

и Суксдорфф [Sucksdorff, 1936] совместно вели запись так называемых «синусоидальных 

колебаний» или «быстрых микропульсаций», пульсаций с частотой около 1 Гц (в 

современной классификации Pc1). Суксдорфф даже придумал для этого явления красивое 

название: «жемчужное ожерелье». В своих наблюдениях он сообщал, что «кривая часто 

напоминает жемчужное ожерелье, состоящее из овальных жемчужин разных размеров». В 

последствие название «жемчужины» закрепилось за пульсациями Pc1 [Гульельми и 

Троицкая, 1973; Mursula et al., 1999]. 

Новый импульс в исследованиях геомагнитных пульсаций был получен благодаря 

данным, зарегистрированным в течение Международного Геофизического года (1957-

1958). Под руководством Валерии Алексеевны Троицкой была развернута глобальная сеть 

станций земных токов, которые собрали громадный объем данных о различных типах 

осцилляций магнитного поля Земли. Основываясь на этих данных, в последующие годы 

были опубликованы многочисленные работы. Примерно в то же время, Ханнес Альфвен 

начал развивать теорию плазменных волн, предполагая существование поперечных 

электромагнитных УНЧ волн в намагниченной плазме [Alfven, 1950], за что в 1970 году 

получил Нобелевскую премию по физике. Для однородной плазмы он получил три ветви 

гидромагнитных мод: альфвеновские, быстрые магнитозвуковые (БМЗ) и медленные 

магнитозвуковые (ММЗ) волны. 

Альфвеновские волны – это поперечные волны, распространяющиеся вдоль силовых 

линий магнитного поля. Если обратиться к аналогии с гитарной струной, то саму струну 
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можно представить как магнитную линию поля, а ее колебание и будет альфвеновской 

волной. Отметим, что при этом не происходит изменения давления плазмы, т.е. плазма 

движется вместе с магнитной линией.  

БМЗ волны в однородной плазме могут распространяться в любом направлении. При 

этом плазма движется поперечно относительно магнитных силовых линий. В качестве 

аналогии можно представить, что БМЗ волны распространяются подобно обыкновенным 

звуковым волнам в газе. При этом возмущается как давление плазмы, так и магнитное 

поле. 

ММЗ волны в однородной плазме распространяются как альфвеновские, вдоль 

магнитных силовых линий. При этом плазма колеблется в продольном направлении. Они 

подобны звуковым волнам, распространяющимся в канале, стенками которого служат 

магнитные линии. Отметим, что ММЗ волны сильно затухают в магнитосфере из-за 

близости значений их групповой скорости к тепловой скорости ионов. Таким образом, 

распространение ММЗ волн возможно лишь в узко локализованных областях 

магнитосферы, где тепловая скорость электронов больше тепловой скорости ионов, 

например, в районе внутренней плазмосферы [Леонович и Мазур, 2016].  

Более общая теория и математический  формализм в приближении магнитной 

гидродинамики были разработаны Данжи [Dungey, 1954]. Для описания распространения 

гидромагнитных УНЧ волн в холодной плазме он предложил использовать систему из 

двух связанных дифференциальных уравнений второго порядка, в аксиально-

симметричной модели магнитного поля, где тепловое давление плазмы намного меньше 

магнитного. Рассматривая два предельных случая, с азимутальными волновыми числами 

m = 0 и m = ∞, выяснилось, что при m = 0 колебания происходят в азимутальном 

направлении (тороидальная поляризация), а при m = ∞ - в радиальном направлении 

(полоидальная поляризация). Схематически это показано на рисунке 3. Позже, 

поляризация УНЧ волн была подтверждена экспериментально [Sugiura and Wilson, 1964]. 

Большой вклад в развитие представлений о геомагнитных пульсациях в 1960-ых годах 

внесли советские геофизики, анализировавшие данные с магнитометров, установленных 

на территории Советского Союза. В результате было положено начало классификации 

УНЧ волн исходя из их морфологических признаков [Пудовкин и др., 1976; Троицкая и 

Гульельми, 1969; Troitskaya, 1961]. В это время многие авторы использовали свою 

терминологию, что часто приводило к путанице. 

Некоторый порядок в номенклатуре был приведен в 1964 году с введением простой 

классификации, основанной на частоте [Jacobs et al., 1964]. Были определены два 

основных класса пульсаций: Pc (pulsations continuous) – квазисинусоидальные колебания, 
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длящиеся десятки и сотни периодов, и Pi (pulsations irregular) – нерегулярные пульсации, 

длительностью в несколько периодов. Каждый из этих классов разделили на несколько 

диапазонов (таблица 1). 

 

Рисунок 3. Полоидальная (H) и тороидальная (D) поляризации. Стрелки указывают 

направление магнитного возмущения [Sugiura and Wilson, 1964]. 

В 1960-е годы, которые стали началом спутниковой эры, УНЧ волны стали 

фиксировать магнитометры космических аппаратов [Cummings et al., 1969]. Так 

называемые наблюдения «на месте» расширились в течение следующих трех десятилетий, 

когда спутники с разными орбитами измеряли магнитное поле и потоки частиц в 

околоземном пространстве. Однако эти наблюдения, как и сейчас, имеют множество 

ограничений, связанных с локальностью и малым количеством аппаратов, поэтому 

наблюдения УНЧ волн при помощи наземных магнитометров и радарных установок 

актуальны и по сей день. 

В то же время в теории УНЧ волн были сделаны значительные успехи. Вышел ряд 

важных работ, например [Tamao, 1964] и [Radoski, 1967], в которых была разработана 

концепция резонанса линий поля или Альфвеновского резонанса (в англоязычной 

литературе: field line resonance или FLR) и определены важнейшие моды, 

распространяющиеся в плазмосфере и магнитосфере. Из того факта, что пульсации в 

диапазоне Pc3–Pc5 имеют длины волн, соизмеримые с масштабами магнитосферы, 
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логично было предположить, что наблюдаемые на поверхности Земли синусоидальные 

колебания являются стоячей волной, запертой между магнитосопряженными точками 

ионосферы. Это подтверждается наблюдаемым изменением частот волн с широтой – чем 

ниже широта наблюдений, тем выше частоты, и наоборот. Позднее, в фундаментальных 

работах [Southwood, 1974] и [Chen and Hasegawa, 1974] был рассмотрен резонанс линий 

поля для волн диапазона Pc3–Pc5 и определены соответствующие амплитудные, фазовые 

и поляризационные свойства. 

Продолжительные пульсации Pc  

(pulsations continuous) 

Иррегулярные пульсации Pi       

(pulsations irregular) 

 Т, сек f, мГц  Т, сек f, мГц 

Pc1 0,2 – 5 200 – 5000 

Pi1 1 - 40 25 – 1000 Pc2 5 - 10 100 – 200 

Pc3 10 - 45 22,2 – 100 

Pc4 45 - 150 6,6 – 22,2 Pi2 40 - 150 6,6 - 25 

Pc5 150 - 600 1,6 – 6,6 

 Таблица 1. Классификация геомагнитных пульсаций 1964 года  

Волны в диапазоне Pc1– Pc2 имеют частоты одного порядка с циклотронной частотой 

протонов в средней магнитосфере, поэтому их генерацию связали с циклотронной 

неустойчивостью протонов, при которой рост амплитуды волны обеспечивается за счет 

потери энергии протонами кольцевого тока при их резонансном взаимодействии 

[Troitskaya, 1967; Troitskaya and Guglielmi, 1967; Demekhov, 2007]. 

В конце 1960-х годов расширение наблюдений колебаний в диапазонах Pc1–Pc2, Pc3–

Pc5, Pi2 ознаменовалось созданием распределенных сетей наземных магнитометров, в 

числе которых канадская сеть, переросшая в широтный массив CANOPUS (теперь 

CARISMA) [Rostoker and Samson, 1972], Всемирная сеть [Campbell and Stiltner, 1965], сети 

в Австралии [Fraser and Summers, 1972], Антарктиде и Европе. 

К концу 1970-х уже сложилось понимание механизмов генерации волн в диапазоне 

Pc3–Pc5, основанного на резонансе силовых линий магнитного поля, распространения 

волн Pc1–Pc2 в магнитосферном волноводе по принципу баунс-движения частиц в 

магнитосфере, а также ассоциация Pi2 пульсаций с началом магнитосферных суббурь. 

Следующим шагом стало понимание важности взаимодействия УНЧ волн и энергичных 

частиц в процессах внутренней магнитосферы (область магнитосферы, где преобладает 

магнитное поле земного диполя) [Hugnes et al., 1978]. 
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До середины 1980-х годов наблюдения УНЧ волн с высоким временным и частотным 

разрешениями ограничивались системами регистрации и хранения данных. Также 

существовала серьезная проблема в обмене экспериментальными данными. Однако, с 

появлением персональных компьютеров и сети Интернет эта ситуация быстро изменилась. 

Стало возможным записывать данные с высокой частотой дискретизации хранить и 

передавать их в большом количестве. Сейчас есть множество геомагнитных обсерваторий, 

ведущих запись непрерывно с частотой измерений 1 Гц. В отдельных системах частота 

может доходить до 10 Гц. Созданные наборы данных позволяют выполнять подробные 

статистические исследования и детально рассматривать отдельные события. 

Значительный прогресс в понимании природы УНЧ пульсаций произошел в последней 

трети XX-го столетия. Это стало результатом достижений в экспериментальной технике и 

параллельным развитием теоретических представлений о физике УНЧ колебаний. Особый 

интерес теперь могут представлять одновременные спутниковые и наземные измерения, 

позволяющие лучше раскрыть временное и пространственное поведение многих типов 

магнитосферных явлений [Chelpanov et al., 2016, Hori et al., 2018]. 

Современные представления и теоретические методы исследования 

В современном понимании магнитосферные УНЧ волны являются фундаментальным 

элементом физики магнитосферы. Знания о них являются важным элементом 

современной науки, поскольку они играют существенную роль в диагностике состояния 

магнитосферы и межпланетного магнитного поля. Из данных о геомагнитных пульсациях 

можно получать сведения о параметрах солнечного ветра и межпланетного магнитного 

поля для уточнения времени прихода возмущений от Солнца к Земле. Также, можно 

извлекать данные о параметрах внутренней магнитосферы, таких как плотность плазмы, 

энергии частиц и пространственной конфигурации самой магнитосферы. Эта информация 

может использоваться для прогноза геомагнитной активности, которая может 

существенным образом влиять на хозяйственную деятельность человека [Птицына и др., 

2008]. Кроме того, магнитосферу можно рассматривать как естественную лабораторию, а 

УНЧ волны в ней как явления, наблюдая которые, мы можем проверять наши 

теоретические представления о физике плазмы. 

Классификация УНЧ волн, принятая в 60-х годах сейчас кажется весьма условной, но 

до сих пор используется ввиду своей наглядности и простоты. В настоящее время в нее 

внесли дополнительные диапазоны и классы: Pc6 – непрерывные пульсации с периодами 

более 10 минут, Pi3 – иррегулярные пульсации с периодами более 150 секунд и PiB  - 

широкополосный всплеск, который включает все диапазоны Pi1–Pi3. Но даже 
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дополненная частотная классификация в полной мере не отражает современных 

представлений о пространственно-временной структуре колебаний и об их источниках. 

Однако другой общепризнанной классификации на сегодняшний момент нет, а отдельные 

классы явлений  принято называть собственными именами, как: Альфвеновский резонанс 

(Field-line resonances), Гигантские пульсации (Pg-pulsations), буревые Pc5 пульсации 

(storm-time Pc5 pulsations) и т. п. Как и в 50-х годах прошлого столетия отсутствие четкой 

классификации порой вызывает путаницу. 

С точки зрения источников колебания можно разделить на две группы: колебания 

вызванные процессами, лежащими вне магнитосферы (внешние источники) и колебания 

вызванные явлениями внутри магнитосферы (внутренние источники). К внешним 

источникам можно отнести МГД волны солнечного ветра, проникающие внутрь 

магнитосферы, колебания вызванные неустойчивостью Кельвина-Гельмгольца и т. п. 

[Гульельми и др., 1976; Гульельми, 1984; Ковнер и др., 1977; Потапов, 1974; Agapitov et 

al., 2009; Agapitov and Cheremnykh, 2013; Alfven, 1961; Leonovich, 2001; Mishin, 1981; 

Fedorov et al., 1995]. К внутренним источникам можно отнести большое разнообразие 

плазменных неустойчивостей, которые могут быть вызваны взаимодействием волн с 

энергичными частицами и особенностями строения самой магнитосферы, такими как 

искривленные линии магнитного поля и его неоднородность, градиенты плотности и 

температуры частиц [Михайловский и Похотелов, 1975; Михайловский и Похотелов, 

1977; Михайловский и Фридман, 1967; Southwood, 1980; Southwood et al., 1969]. 

Кроме происхождения источников, магнитосферные УНЧ волны можно разделить с 

наблюдательной точки зрения по преобладающей компоненте магнитного поля на 

тороидальные, полоидальные и компрессионные, как показано на рисунке 4. В 

тороидальных колебаниях будет доминировать азимутальная компонента магнитного поля 

волны, в полоидальных – радиальная, а в компрессионных – продольная. 

Еще одним существенным критерием для классификации геомагнитных пульсаций 

служит значение поперечной составляющей волнового вектора (азимутальное волновое 

число), которое обычно обозначают 𝑚. Обычно выделяют волны с малыми значениями 𝑚 

(𝑚~1) и большими (𝑚 ≫ 1). Обусловлено это многими причинами, начиная от различных 

методов наблюдения и заканчивая различием источников и пространственно-временной 

структуры самих колебаний [Eriksson, 2007]. 

Для волн с малыми значениями азимутального волнового числа (азимутально-

крупномасштабных или поперечно-крупномасштабных) характерна тороидальная 

поляризация. Наблюдать колебания с малыми 𝑚 можно при помощи наземных 

магнитометров, так как эти волны доходят до земной поверхности с достаточными для 
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надежной фиксации амплитудами [Howard and Menk, 2005]. Это характерно для 

пульсаций в диапазоне Pc2–Pc5, которые наблюдаются в большом количестве на дневной 

стороне магнитосферы. Обычно такие колебания относят к альфвеновским модам с 

источниками во внешней магнитосфере. Предполагают, что БМЗ волны из солнечного 

ветра или образованные неустойчивостями в районе магнитопаузы, распространяются во 

внутреннюю магнитосферу до магнитной оболочки, где локальная альфвеновская частота 

совпадает с частотой пришедшей БМЗ волны, что создает условия для резонанса [Chen 

and Hasegawa, 1974; Southwood, 1974]. Это явление называется резонансом линий поля 

или альфвеновским резонансом [Гульельми и др., 1976; Potapov and Mazur, 1994] и 

подтверждено экспериментально [Гульельми и Троицкая, 1973; Agapitov et al., 2009]. 

 

 

Рисунок 4. Разделение УНЧ волн по преобладающей компоненте магнитного поля 

Наблюдаемые волны с большими значениями азимутального волнового числа 

(азимутально-мелкомасштабные или поперечно-мелкомасштабные) имеют 

преимущественно полоидальную поляризацию и представляют собой более локальные 

события, чем осцилляции с малыми 𝑚. Наблюдения таких колебаний, в отличие от 

азимутально-крупномасштабных, осложняется сильной экранировкой ионосферы, и 

поэтому экспериментальное изучение волн с большими азимутальными волновыми 

числам возможно только средствами искусственных спутников Земли или радарных 

установок. Эти волны обычно отождествляют с полоидальными альфвеновскими модами, 

источниками которых обычно считаются процессы во внутренней магнитосфере, в 

частности – взаимодействие волн с энергичными частицами. 

Теоретической основой для понимания природы геомагнитных пульсаций служит 

магнитная гидродинамика (МГД). Этот подход рассматривает плазму как жидкость, 
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обладающую электромагнитными свойствами. Как уже говорилось, в рамках МГД для 

однородной плазмы существует три ветви гидромагнитных мод: альфвеновские волны, 

БМЗ и ММЗ [Walker, 2004].  

Более информативным, но и более сложным инструментом для изучения УНЧ волн в 

магнитосфере является кинетический подход. В рамках этого подхода рассматриваются 

свойства и движения отдельных частиц, из которых состоит плазма. Это позволяет учесть 

особенности движения заряженных частиц в неоднородном магнитном поле, такие как 

магнитный дрейф и баунс-движение. При этом удается описать новые виды волн, такие 

как дрейфово-компрессионные, и различные плазменные неустойчивости, такие как 

дрейфовая или зеркальная, полноценно учесть которые в рамках МГД невозможно 

[Hasegawa, 1968; Hasegawa, 1971; Ng et al.,1984]. 

Азимутально-мелкомасштабные волны в магнитосферной плазме 

Для волн с большими азимутальными волновыми числами до сих пор нет единой 

четкой терминологии. Иногда такие пульсации называют в соответствие с геомагнитными 

условиями, во время которых они наблюдаются, например «буревые пульсации» («storm-

time pulsations» в англоязычной литературе), которые обычно наблюдаются на 

восстановительной фазе суббурь, при больших отрицательных значениях Dst-индекса и 

увеличенном кольцевом токе [Barfield and McPherron, 1978]. Другие определения 

основаны на поляризации магнитного поля волны. Как уже говорилось, колебания, при 

которых доминирует продольная компонента магнитного поля волны, называют 

компрессионными [Baumjohann et al., 1987], а колебания, при которых доминирует 

радиальная компонента - полоидальными [Eriksson et al., 2005]. При спутниковых 

наблюдениях пульсаций с большими азимутальными волновыми числами, обычно 

фиксируют колебания всех компонент магнитного поля одновременно, т.е. изменение 

продольной компоненты магнитного поля происходит одновременно с изменениями 

радиальной компоненты [Barfield et al., 1972]. Однако компрессионные и полоидальные 

азимутально-мелкомасштабные волны имеют различные пространственно-временные 

структуры и механизмы генерации. [Yeoman et al., 1992; Leonovich and Mazur, 1993; 

Fenrich et al., 1995]. 

Поперечно-мелкомасштабные волны с преобладающей радиальной компонентой 

магнитного поля относят к полоидальным альфвеновским модам. Поскольку такие моды 

наблюдаются одновременно с увеличением потока энергичных частиц в магнитосфере, то 

естественно предполагать, что эти частицы и являются источником энергии для 
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возбуждения этих мод [Anderson et al., 1990; Takahashi and Anderson, 1992; Takahashi et al., 

1992]. 

Среди поперечно-мелкомасштабных волн с преобладающей продольной составляющей 

магнитного поля в частотном диапазоне Pc5 и ниже выделяют группу компрессионных 

«буревых» колебаний. Их частоты могут быть много ниже основной частоты 

альфвеновского резонанса на наблюдаемой магнитной оболочке. Эту группу можно 

наблюдать при анализе спутниковых данных [Barfield and McPherron, 1972], и в данных 

радарных установок [Allan et al., 1982]. 

Физическая природа компрессионных буревых Pc5 колебаний до сих пор остается 

предметом споров. Если рассматривать эти колебания в рамках МГД, то это может быть 

только мода с самой низкой частотой – ММЗ мода. Однако плазму практически во всей 

области земной магнитосферы можно считать бесстолкновительной, поэтому такое 

приближение будет не справедливо для колебаний с частотами, значительно ниже 

альфвеновских, т. к. в этом случае необходимо учитывать баунс-колебания частиц, что 

корректно сделать можно только используя кинетический подход [Hurricane et al., 1994]. 

Еще можно встретить интерпретацию компрессионных буревых Pc5 колебаний 

дрейфовыми зеркальными модами, которые рассматриваются в кинетическом подходе 

[Похотелов и Пилипенко, 1976; Hesegawa, 1969; Kremser et al., 1981; Pokhotelov et al., 

2001]. Однако, для удовлетворения условиям зеркальной неустойчивости, необходима 

сильная температурная анизотропия плазмы, которая в реальной магнитосфере не 

наблюдается. 

Наиболее вероятными кандидатами для интерпретации большинства компрессионных 

буревых Pc5 колебаний являются дрейфово-компрессионные моды, т. к. это наиболее 

общие компрессионные моды при кинетическом подходе. Для их существования 

достаточно учета конечного давления плазмы и ее радиальной неоднородности. Генерация 

дрейфово-компрессионных мод может происходить вследствие пространственных 

градиентов концентрации горячей плазмы [Klimushkin and Mager, 2011; Porazik and Lin, 

2011; Crabtree et al., 2003] или сцепления с альфвеновской модой из-за кривизны 

магнитного поля [Klimushkin et al., 2012]. Аргументом в пользу версии, что 

компрессионные буревые Pc5 колебания являются дрейфово-компрессионными модами, 

служит зависимость частоты колебаний от азимутального волнового числа, что было 

обнаружено в экспериментальных данных радарных и спутниковых исследований [Mager 

et al., 2015; Chelpanov et al., 2016, Rubtsov et al., 2018]. Подобное поведение характерно 

для дрейфово-компрессионных волн, и, напротив, нехарактерно альфвеновским волнам. 
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Актуальность темы исследования 

В настоящее время существующие теории не могут адекватно объяснить наблюдаемые 

буревые пульсации в диапазоне Pc5 с частотами много ниже альфвеновских. Эти 

пульсации чаще всего отождествляют с зеркальной неустойчивостью [Hasegawa, 1969; 

Pokhotelov et al., 1985; Klimushkin and Chen, 2006; Rae et al., 2007] или полоидальными 

альфвеновскими модами [Klimushkin, 1997; Mager and Klimushkin, 2002]. Однако для 

зеркальной неустойчивости необходима сильная анизотропия тепловых скоростей частиц 

поперек и вдоль магнитных силовых линий, которой не видно в экспериментальных 

данных, а наименьшая частота полоидальных альфвеновских мод, рассчитанная для точки 

наблюдения оказывается значительно выше реально наблюдаемой частоты волн. В то же 

время, дрейфово-компрессионные моды хорошо удовлетворяют экспериментальным 

данным, так как их частота может быть значительно меньше альфвеновской. 

При статистическом анализе УНЧ волн во время суббуревой активности видно, что 

волны распространяются как в направлении дрейфа протонов, так и в направлении дрейфа 

электронов. Как, например, в работе [James et al., 2013], основанной на радарных данных 

сети SuperDARN. Также из данных видно, что частоты некоторых из этих волн 

значительно ниже частот пульсаций Pc5. Скорее всего, эти колебания являются дрейфово-

компрессионными модами. При этом если волна распространяется в направлении дрейфа 

протонов, то происходит ее усиление, за счет резонансного взаимодействия с потоками 

энергичных протонов, а при распространении колебаний в направлении дрейфа 

электронов – происходит резонансное взаимодействие с потоками энергичных 

электронов. Стоит отметить, что предыдущие исследования не рассматривали 

взаимодействие дрейфово-компрессионных волн с протонами при немонотонном 

распределении энергичных протонов по скоростям. Взаимодействие дрейфово-

компрессионных мод с электронами ранее не рассматривалось вообще. В данной 

диссертационной работе рассмотрены обе эти ситуации, так как в спутниковых данных, 

при наблюдении буревых компрессионных Pc5 волн, обычно фиксируют потоки 

энергичных частиц (горячие частицы имеют инверсное распределение), а данные радаров 

свидетельствуют о существовании колебаний, распространяющихся на восток  (т. е. волны 

распространяются в направление дрейфа электронов и могут резонансно 

взаимодействовать с ними) [Chelpanov et al., 2016; Hori et al., 2018]. 
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Цели и задачи работы 

Основной целью данной диссертационной работы является исследование в рамках 

гирокинетики азимутально-мелкомасштабных компрессионных волн в аксиально-

симметричной модели магнитосферы с изотропной плазмой. В связи с этим были 

поставлены следующие задачи: 

1. В рамках кинетического подхода рассмотреть компрессионные УНЧ волны в  

однородном магнитном поле при различных предположениях о составе плазмы. Изучить 

влияние анизотропии скоростей частиц поперек и вдоль магнитного поля и наличия в 

плазме примеси холодных электронов на условия неустойчивости. 

2. В рамках гирокинетики (кинетический подход в пределе, когда частота волны 

намного меньше гирочастоты) исследовать продольную структуру дрейфово-

компрессионных мод в аксиально-симметричной двумерно-неоднородной модели 

магнитосферы. 

3. В рамках гирокинетики получить дисперсионное уравнение и условия 

возникновения неустойчивостей для дрейфово-компрессионных мод, 

распространяющихся в направлении магнитного дрейфа энергичных протонов при 

наличии инверсного распределения протонов по скоростям в аксиально-симметричной 

двумерно-неоднородной модели магнитосферы. 

4. В рамках гирокинетики получить дисперсионное уравнение и условия 

возникновения неустойчивостей для дрейфово-компрессионных мод, 

распространяющихся в направлении магнитного дрейфа энергичных электронов при 

наличии инверсного распределения электронов по скоростям в аксиально-симметричной 

двумерно-неоднородной модели магнитосферы. 

Научная новизна 

1. Впервые в рамках кинетического подхода изучено влияние концентрации холодных 

электронов и степени анизотропии тепловых скоростей частиц вдоль и поперек 

магнитного поля на структуру дисперсионного уравнения компрессионной моды в 

однородной плазме. Получены условия, при которых решение сводится к 

магнитогидродинамическому случаю ММЗ волн и кинетическому случаю зеркальной 

моды. 

2. Впервые найдено и решено интегральное уравнение, описывающее продольную 

структуру дрейфово-компрессионной моды в аксиально-симметричной двумерно-
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неоднородной модели магнитосферы. Показано, что эти моды имеют симметричную 

относительно геомагнитного экватора структуру и локализованы вблизи него. 

3. Впервые найдены условия существования и развития неустойчивости для дрейфово-

компрессионных волн, распространяющихся в направлении магнитного дрейфа 

энергичных протонов при инверсном распределении протонов по скоростям в аксиально-

симметричной двумерно-неоднородной модели магнитосферы. 

4. Впервые найдены условия существования и развития неустойчивости для дрейфово-

компрессионных волн, распространяющихся в направлении магнитного дрейфа 

энергичных электронов при инверсном распределении электронов по скоростям в 

аксиально-симметричной двумерно-неоднородной модели магнитосферы. 

Научная и практическая значимость работы 

В работе, в рамках гирокинетики, показано, что в однородной плазме в однородном 

магнитном поле при различных отношениях плотности холодных и горячих электронов, 

дисперсионное соотношение компрессионной моды будет иметь различный вид, и, в 

зависимости от параметров, может быть сведено к дисперсионному уравнению медленной 

магнитозвуковой моды, либо к уравнению «кинетической» моды. При этом, анизотропия 

тепловых скоростей частиц поперек и вдоль линий магнитного поля приводит к растущей 

неосциллирующей «МГД зеркальной моде» или осциллирующей растущей «кинетической 

зеркальной моде». 

В работе получено и решено уравнение, описывающее продольную структуру 

дрейфово-компрессионных волн. Показана локализация и симметрия этих волн 

относительно геомагнитного экватора и возможность их распространения, как в 

направлении дрейфа протонов, так и в обратном направлении. При этом найдены условия 

возникновения неустойчивостей для каждого случая. Показано влияние градиентов 

концентрации и температуры на условия существования волн и развитие связанных с 

этими волнами неустойчивостей. 

В работе исследовалось влияние немонотонного распределения частиц по энергиям на 

условия неустойчивости дрейфово-компрессионных волн. Найдены условия, при которых 

частицы могут резонансно взаимодействовать с волной. 

Результаты работы могут быть использованы при интерпретации данных, полученных с 

искусственных спутников земли, радарных установок, а также интегрированных данных 

космических и наземных наблюдений. В частности, уже было получено хорошее согласие 

с экспериментальными данными [Mager et al., 2015; Chelpanov et al., 2016, Rubtsov et al., 

2018, Hori et al., 2018]. 
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Достоверность результатов 

Достоверность полученных в этой работе результатов является следствием 

использования строгих методов математического анализа. Выражения, полученные в 

первой главе в предельных случаях, сводятся к известным выражениям МГД 

приближения. Численные оценки частот, приведенные во второй и третьих главах, 

соответствуют наблюдаемым в радарных исследованиях частотам. Локализация 

дрейфово-компрессионных волн вблизи геомагнитного экватора, найденная в работе, тоже 

хорошо согласуется с результатами спутниковых исследований. 

Личный вклад автора 

Задачи, поставленные в данной диссертационной работе, решены автором лично или 

при его непосредственном участии. Аналитические выражения, численные расчеты и 

оценки, полученные в результате данной работы, выполнены диссертантом. Все рисунки, 

графики и таблицы, за исключением тех, в которых есть ссылка на источник, выполнены 

автором. Автор диссертации представлял устные и стендовые доклады на конференциях и 

семинарах, участвовал в подготовке научных статей и активно участвовал в обсуждениях 

и интерпретации полученных результатов.    

Основные положения, выносимые на защиту 

1. Установлено, что поперечная компрессионная волна в однородной плазме в 

зависимости от концентрации холодных электронов имеет два различных режима 

распространения, и соответствующие им два режима зеркальной неустойчивости, 

обусловленной анизотропией плазмы 

2. Установлено, что в дипольноподобной модели магнитосферы дрейфово-

компрессионные волны имеют дискретный набор гармоник узко локализованных в 

окрестности геомагнитного экватора. При этом собственная частота каждой гармоники на 

данной магнитной оболочке обратно пропорциональна азимутальной длине волны. 

3. Предложен механизм генерации длиннопериодных компрессионных волн при 

дрейфовом резонансе с энергичными протонами в рамках дипольноподобной модели 

магнитосферы. В этом случае волна генерируется неустойчивостью, развивающейся при 

положительных градиентах температуры плазмы и инверсной функции распределения 

протонов. 

4. Установлено, что дрейфовый резонанс длиннопериодных компрессионных волн с 

энергичными электронами может приводить к неустойчивости, генерирующей волны, 
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распространяющиеся в восточном направлении. При этом частота волны определяется 

давлением протонов. Найдены условия возникновения неустойчивости, приводящей к 

генерации волны. 
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Глава 1 

Компрессионные ультранизкочастотные 

моды в однородной многокомпонентной 

плазме 

В этой главе приведен вывод дисперсионных уравнений компрессионных мод в 

бесстолкновительной плазме с помощью кинетического подхода при различных 

параметрах плазмы. Этот подход позволяет разобраться в нескольких сложных вопросах 

физики компрессионных мод, обычно остающихся за рамками внимания исследователей. 

Ниже описаны некоторые из них. 

При выводе дисперсионных соотношений для ММЗ волн, в рамках приближения 

одножидкостной МГД, уравнения движения плазмы дополняются уравнением адиабаты, 

описывающей распространение в плазме возмущения давления [Кадомцев, 1976]. 

Физическая причина, по которой возмущения давления, возникнув в одной точке, 

распространяются в столкновительной плазме, достаточно понятна: покидая область 

повышенной концентрации, частицы сталкиваются с соседними частицами, передавая им 

импульс. Однако плазма земной магнитосферы практически везде является 

бесстолкновительной. В этом случае за передачу давления может отвечать только 

продольное электрическое поле (связанное с возмущением электростатического 

потенциала), как это имеет место в ионном звуке. Однако в рамках одножидкостной МГД 

продольное электрическое поле волны считается нулевым. При кинетическом подходе 

считается, что наличие в плазме хотя бы малой популяции холодных электронов приводит 

к обнулению продольного электрического поля. Поэтому физика ММЗ в 

бесстолкновительной плазме нуждается в дополнительном прояснении. 
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Условие зеркальной неустойчивости обычно выводится как следствие уравнений 

движения плазмы, дополненных выражениями для возмущенного давления через 

возмущенную функцию распределения [Веденов и др., 1961; Калсруд, 1983]. С другой 

стороны, в работе [Hasegawa, 1969] зеркальная неустойчивость рассматривается с 

помощью чисто кинетического подхода. В обоих случаях получается один и тот же 

критерий неустойчивости, однако ее инкремент оказывается различным. В статье 

[Pilipenko, 1990] сделан вывод, что зеркальная неустойчивость в гидродинамическом и 

чисто кинетическом режиме – это две совершенно разные неустойчивости, однако не 

было указано, в чем заключается физическое различие этих двух случаев. 

Для исследования компрессионных мод мы будем использовать уравнения 

гирокинетики, представляющие собой кинетические уравнения Власова в пределе, когда 

частота волны намного меньше гирочастоты [Antonsen and Lane, 1981; Catto et al., 1981]. 

Этот подход ранее продемонстрировал свою эффективность в магнитосферных задачах, 

особенно при изучении УНЧ-волн и их неустойчивостей [Chen and Hasegawa, 1991]. В 

этой главе рассмотрим модель двухкомпонентной плазмы с примесью холодных 

электронов и горячих протонов (критерий «горячих» и «холодных» частиц приведен 

ниже) в однородном магнитном поле 𝐵ሬ⃗ , при наличии анизотропии тепловых скоростей 

вдоль и попрек магнитного поля. 

1.1     Состав плазмы и модель среды 

Рассмотрим плазму, состоящую из электронов (индекс е) и протонов (индекс i) 

различных энергий, находящихся в однородном магнитном поле 𝐵ሬ⃗ . Тепловую скорость 

частиц, входящих в состав рассматриваемой плазмы,  вдоль поля 𝐵ሬ⃗  обозначим как 𝑣∥, а 

перпендикулярную ему как 𝑣ୄ (рисунок 5). Частицы будем называть холодными (индекс 

с) если их тепловая скорость меньше продольной фазовой скорости волны (𝑣∥ ≪ 𝜔 𝑘∥⁄ ), в 

противном случае (𝑣∥ ≫ 𝜔 𝑘∥)⁄  будем называть горячими (индекс h). Таким образом, 

общая концентрация плазмы будет состоять из четырех компонент: концентрация 

холодных электронов (𝑛௘௖), горячих электронов (𝑛௘௛), холодных протонов (𝑛௜௖) и горячих 

протонов (𝑛௜௛). Холодные электроны и горячие протоны будем считать примесями, т.е. 

полагать выполнение неравенств 𝑛௘௖ ≪ 𝑛௘௛ и 𝑛௜௛ ≪ 𝑛௜௖. Отметим, что ввиду 

электронейтральности плазмы (𝑛௘௖ + 𝑛௘௛ = 𝑛௣௖ + 𝑛௣௛) концентрации горячих электронов 

и холодных ионов будут примерно одинаковыми (𝑛௘௛ ≈ 𝑛௜௖). 
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Рисунок 5. Система координат 

Таким образом, малыми параметрами можно считать следующие величины: 

𝜔

𝑣∥௘௛𝑘∥
≪ 1,

𝜔

𝑣∥௜௛𝑘∥
≪ 1, 

𝑣∥௘௖𝑘∥

𝜔
≪ 1,

𝑣∥௜௖𝑘∥

𝜔
≪ 1, 

𝑛௘௖

𝑛௘௛
≪ 1,

𝑛௜௛

𝑛௜௖
≪ 1. 

Функцию распределения 𝐹 для каждого сорта частиц будем считать бимаксвелловской: 

𝐹 =
𝑛

2𝜋𝑣ୄ
ଶ

1

√2𝜋 𝑣∥

exp ቆ−
𝑉∥

ଶ

2𝑣∥
ଶ −

𝑉ଶ

𝑣ୄ
ଶቇ ,    (1.1.1) 

где 𝑉∥ и 𝑉  – скорости частиц вдоль внешнего поля и перпендикулярно ему, 

соответственно. Анизотропия функции распределения характеризуется с помощью 

параметра 

𝛼 =
𝑣ୄ

ଶ

𝑣∥
ଶ − 1 . 

В дальнейшем будем полагать, что этот параметр может быть не равен нулю только для 

горячих ионов. 

1.2     Электромагнитное поле 

Электрическое 𝐸ሬ⃗  и магнитное 𝑏ሬ⃗   поля волны выражаются через скалярный 𝜑 и 

векторный 𝐴 потенциалы: 

𝐸ሬ⃗ = −∇ሬሬ⃗ 𝜑 −
1

𝑐

𝜕𝐴

𝜕𝑡
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𝑏ሬ⃗ = ∇ሬሬ⃗ × 𝐴. 

Векторный потенциал определяется с точностью до градиента произвольной скалярной 

функции. В гирокинетике используют калибровку Кулона [Antonsen and Lane, 1981; Catto 

et al., 1981]: 

∇ሬሬ⃗ ∙ 𝐴 = 0.            (1.2.1) 

В однородной плазме все возмущенные величины предполагаются зависящими от 

времени и координат как 𝑒ି௜ఠ௧ା௜௞ሬ⃗ ∙௥⃗ ,  где 𝜔 – частота волны и 𝑘ሬ⃗  – волновой вектор. 

Выберем систему координат таким образом, чтобы ось OZ была направлена параллельно 

внешнему полю 𝐵(0,0, 𝐵௭). Далее, ось ОY направим перпендикулярно поперечной 

компоненте волнового вектора 𝑘ሬ⃗ , т.е. 𝑘௬ = 0. Введя новые обозначения 𝑘௫ = 𝑘ୄ и 𝑘௭ = 𝑘∥, 

перепишем выражение (1.2.1) в виде: 

𝑘ୄ𝐴ୄ = −𝑘∥𝐴∥. 

Определим 𝐴∥ следующим образом [Chen and Hasegawa, 1991]: 

𝐴∥ = −
𝑖𝑐

𝜔

𝜕𝜓

𝜕𝑧
, 

а для электрического потенциала удобно ввести обозначение: 

𝜑∥ = 𝜑 − 𝜓. 

Ниже будут рассмотрены только компрессионные волны, которые характеризуются 

возмущением продольной компоненты магнитного поля волны 𝑏∥ и, в общем случае, 

«продольного потенциала» 𝜑∥. 

1.3     Кинетические уравнения 

В общем случае возмущение концентрации частиц сорта j запишется в виде:   

𝛿𝑛௝ = න 𝑓௝𝑑ଷ𝑉ሬ⃗ = න 𝑉 𝑑𝑉

∞

଴

න 𝑑𝑉∥

∞

ିஶ

න 𝑓௝𝑑𝜁

ଶగ

଴

.      (1.3.1) 

Здесь 𝑓 – возмущение функции распределения, интегрирование ведется всему по всему 

пространству скоростей, 𝜁 – фаза ларморовского вращения, индекс  j соответствует сорту 

частиц. 

В однородном магнитном поле, в приближении пренебрежимо малого по сравнению с 

длинной волны ларморовского радиуса 𝑟௅ (т.е. при 𝑘ୄ𝑟௅ ≪ 1), функция распределения 𝑓ሚ௝, 

проинтегрированная по фазе ларморовского вращения, имеет вид [Chen and Hasegawa, 

1991]: 
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𝑓ሚ௝ = න 𝑑𝜁𝑓௝ = −2𝜋
𝑞௝

𝑚௝

𝐹௝

𝑣∥௝
ଶ

ଶగ

଴

𝜑∥ − 2𝜋
𝛼௝𝐹௝

𝑣ୄ௝
ଶ

𝑉ଶ

2𝐵
𝑏∥ + 2𝜋

𝜔

𝜔 − 𝑘∥𝑉∥

𝐹௝

𝑣∥௝
ଶ ቆ

𝑞௝

𝑚௝
𝜑∥ +

𝑉ଶ

2𝐵
𝑏∥ቇ .      (1.3.2) 

В ультранизкочастотном пределе, когда фазовая скорость волны гораздо меньше 

скорости света, выполняется условие квазинейтральности [Antonsen and Lane, 1981; Catto 

et al., 1981]: 

෍ 𝑞௝𝛿𝑛௝

௝

= 0.         (1.3.3) 

Подставляя в (1.3.3) выражения (1.1.1), (1.3.1), (1.3.2), получим: 

෍
𝑞௝

ଶ

𝑚௝
2𝜋 න 𝑑𝑉 𝑉 න 𝑑𝑉∥ ቈ−

𝐹

𝑣∥௝
ଶ 𝜑∥ −

𝜔

𝑘∥𝑉∥ − 𝜔

𝐹

𝑣∥௝
ଶ ൬𝜑∥ +

𝑉

𝑘ୄ𝑐

𝑘ୄ𝑉

2𝜔௖
𝑏∥൰

∞

ିஶ

∞

଴௝

+
𝛼௝𝐹

𝑣ୄ௝
ଶ ቆ𝜑∥

𝑘ୄ
ଶ𝑉ଶ

2𝜔௖
ଶ

−
𝑉

𝑘ୄ𝑐

𝑘ୄ𝑉

2𝜔௖
𝑏∥ቇ቉ = 0. 

После взятия интегралов это выражение записывается в виде: 

𝜑∥ ෍
𝑞௝

ଶ

𝑗
𝑛௝

௝

ቈ−
1

𝑣∥௝
ଶ ቀ1 − 𝜉௝𝑍௝൫𝜉௝൯ቁ +

𝛼௝𝑘ୄ
ଶ

𝜔௖
ଶ

቉ −
1

𝑐
𝑏∥ ෍

𝑞௝
ଶ

𝑚௝
௝

𝑛௝

1

𝜔௖
ቈ
𝑣ୄ௝

ଶ

𝑣∥௝
ଶ 𝜉௝𝑍௝൫𝜉௝൯ + 𝛼௝቉ = 0, 

где 𝑍(𝜉) – плазменная дисперсионная функция от переменной 𝜉 [Walker, 2005]: 

𝑍௝൫𝜉௝൯ =
1

√𝜋
න

𝑒ି௧ೕ
మ

𝑡௝ − 𝜉௝

∞

ିஶ

𝑑𝑡௝ , 

𝜉௝ =
𝜔

√2𝑣∥௝𝑘∥

. 

Далее расписываем все суммы по сортам частиц и пренебрежем малыми членами, 

учитывая, что для горячих частиц 𝜉 ≪ 1, для холодных 𝜉 ≫ 1. Введем обозначения: 

Гଵ = ට
𝜋

2
൬

𝑛௘௖

𝑚௘
+

𝑛௜௖

𝑚௜
൰

ିଵ

ቆ
𝑛௘௖

𝑚௘𝑣∥௘௖
ଶ 𝜉௘௖𝑒ିక೐೎

మ
+

𝑛௜௖

𝑚௜௖𝑣∥௜௖
ଶ 𝜉௜௖𝑒ିక೔೎

మ
+

𝑛௘௛

𝑚௘𝑣∥௘௛
ଶ 𝜉௘௛ +

𝑛௜௛

𝑚௜𝑣∥௜௛
ଶ 𝜉௜௛ቇ,  

Гଶ = ට
𝜋

2
൬

𝑛௘௖

𝑚௘
+

𝑛௜௖

𝑚௜
൰

ିଵ

ቆ𝑛௘௖𝜉௘௖𝑒ିక೐೎
మ

− 𝑛௜௖𝜉௜௖𝑒ିక೔೎
మ

+ 𝑛௘௛𝜉௘௛ − 𝑛௜௛𝜉௜௛

𝑣ୄ௜௛
ଶ

𝑣∥௜௛
ଶ ቇ, 

∆= ൬
𝑛௘௖

𝑚௘
+

𝑛௜௖

𝑚௜
൰

ିଵ

{(𝑛௜௖ − 𝑛௘௛) − 𝛼𝑛௜௛}, 

1

𝑢ଶ
= ൬

𝑛௘௖

𝑚௘
+

𝑛௜௖

𝑚௜
൰

ିଵ

ቆ
𝑛௘௛

𝑚௘𝑣∥௘௛
ଶ +

𝑛௜௛

𝑚௜𝑣∥௜௛
ଶ ቇ.        (1.3.4) 

Величина u имеет смысл характеристической скорости волны. После всех 

преобразований уравнение квазинейтральности приводится к виду: 

 𝜑∥𝑞ଶ ቆ
𝑘∥

ଶ

𝜔ଶ
−

1

𝑢ଶ
ቇ − 𝑖𝜑∥𝑞ଶГଵ + 𝑏∥

𝑞

𝐵
∆ − 𝑏∥

𝑞

𝐵
𝑖Гଶ = 0   (1.3.5) 
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(здесь учтено, что электроны имеют отрицательный заряд). Это первое уравнение 

системы, связывающей переменные 𝑏∥ и 𝜑∥. 

В качестве второго уравнения мы используем продольную компоненту уравнения 

движения плазмы [Pokhotelov et al., 2000; Klimushkin and Chen, 2006], которую можно 

записать в виде условия баланса сил: 

𝑃 + 𝑀
𝐵𝑏∥

4𝜋
= 0,      (1.3.6) 

где 

𝑀 = 1 −
𝑘∥

ଶ

𝑘ୄ
ଶ ቈ

𝜔ଶ

𝑘∥
ଶ𝐴ଶ

− 1 −
𝛽ୄ − 𝛽∥

2
቉,    (1.3.7) 

B – равновесное магнитное поле, A - альфвеновская скорость, которая определяется 

выражением: 

𝐴ଶ = ෍
𝐵ଶ

4𝜋𝑛௝𝑚௝
௝

, 

и давление j-сорта частиц есть 

𝑃 ௝ =
1

2
෍ 𝑚௝ න 𝑉 𝑑𝑉

ஶ

଴

න 𝑑𝑉∥

ஶ

ିஶ

න 𝑉ଶ𝑓

ଶగ

଴

𝑑𝜁

௝

. 

После взятия интегралов получим: 

𝑃 = ෍ 𝑛௝ ቆ𝑞௝𝜑∥

𝑣ୄ௝
ଶ

𝑣∥௝
ଶ + 𝛼௝

2𝑏∥

𝐵
𝑚௝𝑣ୄ௝

ଶ ቇ

௝

− ෍ 𝑛௝

𝜔

√2𝑘∥𝑣∥௝

𝑍௝൫𝜉௝൯
𝑣ୄ௝

ଶ

𝑣∥௝
ଶ ൬𝑞௝𝜑∥ +

2𝑏∥

𝐵
𝑚௝𝑣ୄ௝

ଶ ൰

௝

 . 

Теперь уравнение (1.4.6) можно переписать в виде: 

𝑏∥ ቎
𝑀𝐵

4𝜋
− ෍ 2𝑛௝

𝑚௝𝑣ୄ௝
ଶ

𝐵
ቆ𝛼௝ +

𝜔

√2𝑘∥𝑣∥௝

𝑍௝൫𝜉௝൯
𝑣ୄ௝

ଶ

𝑣∥௝
ଶ ቇ

௝

቏ − 𝜑∥ ෍ 𝑛௝𝑞௝

௝

𝑣ୄ௝
ଶ

𝑣∥௝
ଶ ቌ1 +

𝜔

√2𝑘∥𝑣∥௝

𝑍௝൫𝜉௝൯ቍ

= 0 .           (1.3.8) 

Распишем функцию плазменной дисперсии для каждого сорта частиц и пренебрежем 

малыми членами. Введем новые обозначения: 

𝜔௧ = ඨ
2

𝜋
𝑘∥𝑣∥௜௛𝛽ୄ௜௛

ିଵ
𝑇 ௜௛

𝑇∥௜௛
, 

𝛽ୄ௝ =
8𝜋𝑛௝𝑚௝𝑣ୄ௝

ଶ

𝐵ଶ
, 

𝜏 = 𝑀 − 𝛼௜௛𝛽ୄ௜௛, 

Гଷ =
𝜔

𝜔௧
+ 𝛽ୄ௜௖ට

𝜋

2

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
+ 𝛽ୄ௘௛ට

𝜋

2

𝜔

𝑘∥𝑣∥௘௛
, 
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Гସ = 𝑛௜௖ට
𝜋

2

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
− 𝑛௘௖ට

𝜋

2

𝜔

𝑘∥𝑣∥௘௖
𝑒ିక೐೎

మ
. 

Уравнение (1.3.8) записывается в виде: 

𝐵𝑏∥

4𝜋
(𝜏 + 𝛽ୄ௜௖ − 𝑖Гଷ) − 𝑞𝜑∥ ቆ

𝑇 ௜௛

𝑇∥௜௛
𝑛௜௛ − 𝑛௘௛ + 𝑖Гସቇ = 0.   (1.3.9) 

Итак, нами получена следующая система уравнений (1.3.5) и (1.3.9), описывающая 

компрессионные волны в однородной плазме: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜑∥𝑞ଶ ቆ

𝑘∥
ଶ

𝜔ଶ
−

1

𝑢ଶ
ቇ − 𝑖𝜑∥𝑞ଶГଵ + 𝑏∥

𝑞

𝐵
∆ − 𝑏∥

𝑞

𝐵
𝑖Гଶ = 0

𝐵𝑏∥

4𝜋
(𝜏 + 𝛽ୄ௜௖ − 𝑖Гଷ) − 𝑞𝜑∥ ቆ

𝑇 ௜௛

𝑇∥௜௛
𝑛௜௛ − 𝑛௘௛ + 𝑖Гସቇ = 0

 .   (1.3.10) 

Теперь рассмотрим некоторые предельные случаи. 

1.4     Магнитогидродинамический предел 

Для начала воспроизведем известное из МГД дисперсионное уравнение 

компрессионных мод. Для этого предположим, что исследуемая плазма состоит только из 

быстрых электронов и холодных ионов, концентрации которых одинаковы (𝑛௘௛ = 𝑛௜௖ =

𝑛). Кроме того, мы будем считать плазму изотропной, т. е. поперечное и продольное 

давление равным (𝛽∥ = 𝛽ୄ) . Полагаем, что мнимая часть частоты много меньше реальной 

(Re(𝜔) ≫ Im(𝜔)). Тогда исходная система уравнений (1.3.10) сведется к виду: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜑∥𝑞ଶ ቆ

𝑘∥
ଶ

𝜔ଶ
−

1

𝑆ଶ
ቇ + 𝑏∥

𝑞

𝐵
𝑚௜ = 0

𝐵𝑏∥

4𝜋
𝑀 − 𝑞𝜑∥𝑛௘௛ = 0

 ,    (1.4.1) 

где S есть скорость ионного звука, 

𝑆 = 𝑣∥௘௛ඨ
𝑚௘

𝑚௜
. 

Выражая 𝜑∥ из второго уравнения системы (1.4.1) и подставляя его в первое уравнение, 

получаем после преобразований: 

𝜔ସ − 𝜔ଶ𝑘ଶ(𝐴ଶ + 𝑆ଶ) + 𝑘∥
ଶ𝑘ଶ𝐴ଶ𝑆ଶ = 0,    (1.4.2) 

где 𝑘ଶ = 𝑘∥
ଶ + 𝑘ୄ

ଶ  – полный волновой вектор. 

Соотношение (1.4.2) – это дисперсионное уравнение магнитозвуковых волн, хорошо 

известное из магнитной гидродинамики [Кадомцев, 1976], но в данном случае оно 

получено исходя из сугубо кинетических представлений. Его больший 𝜔ା
ଶ  и меньший 𝜔ି

ଶ   

корни соответствуют БМЗ и ММЗ волнам. Обратим внимание, что корректное 
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дисперсионное уравнение магнитного звука в рамках кинетики возможно только при 

учете «продольного потенциала» 𝜑∥, определяющего параллельное электрическое поле 

волны, хотя в гидродинамике оно отсутствует. 

1.5     Поперечно-мелкомасштабные волны в плазме без холодных электронов 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением поперечно-мелкомасштабного предела, 

когда направление распространяющейся в плазме волны практически перпендикулярно 

внешнему магнитному полю (𝑘ୄ ≫ 𝑘∥). 

Как и прежде, количество холодных электронов будем считать пренебрежимо малым, 

имея в виду выполнение неравенства 

𝑛௘௖ ≪ 𝑛௘௛

𝑚௘

𝑚௜
.      (1.5.1) 

Ввиду малой массы электрона (𝑚௘ 𝑚௜⁄ ~ 1 2000)⁄  это неравенство является довольно 

жестким и вряд ли выполнимым в космической плазме; тем не менее, этот случай имеет 

определенный методический интерес. Фракция горячих ионов считается малой, но 

ненулевой, т.е. количество быстрых электронов и медленных ионов примерно одинаково 

(𝑛௘௛ ≈ 𝑛௜௖). 

Выражая 𝑏∥ из второго уравнения системы (1.3.10) и пренебрегая малой поправкой 𝑛௜௛ 

во втором слагаемом, получаем:  

𝑏∥ = −
4𝜋

𝐵

(𝑛௘௛ − 𝑖Гସ)

(𝜏 − 𝑖Гଷ)
𝑞𝜑∥.     (1.5.2) 

Подставляя получившееся выражение в первое уравнение системы (1.3.10) и 

пренебрегая малым членом 𝛼௜௛ 𝑛௜௛ 𝑛௜௖⁄ , получим: 

ቆ
𝑘∥

ଶ

𝜔ଶ
−

1

𝑆ଶ
ቇ − 𝑖Гଵ −

4𝜋𝑚௜

𝐵ଶ

(𝑛௘௛ − 𝑖Гସ)

(𝜏 − 𝑖Гଷ)
+ 𝑖Гଶ

4𝜋

𝐵ଶ

(𝑛௘௛ − 𝑖Гସ)

(𝜏 − 𝑖Гଷ)
= 0.  (1.5.3) 

Остановимся подробнее на мнимых добавках. Поскольку горячих ионов много меньше, 

чем холодных (𝑛௜௛ ≪ 𝑛௜௖), а скорость их теплового движения превышает продольную 

фазовую скорость волны, пренебрегаем величиной 𝑛௜௛ 𝜔 𝑘∥𝑣∥௜௛⁄ . Введем новые 

обозначения: 

Гଵ =
1

𝑆ଶ
Г෨ଵ, 

Гଶ = −𝑚௜Г෨ଶ, 

Гସ = 𝑛௜௖Г෨ସ, 

где 
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Г෨ଵ = ට
𝜋

2
ቆ

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖

𝑇௘௛

𝑇௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
+

𝜔

𝑘∥𝑣∥௘௛
ቇ, 

Г෨ଶ = ට
𝜋

2
ቆ

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
−

𝜔

𝑘∥𝑣∥௘௛
ቇ, 

Г෨ସ = ට
𝜋

2

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
. 

Теперь уравнение (1.5.3) можно переписать в виде: 

ቆ
𝑘∥

ଶ

𝜔ଶ
−

1

𝑆ଶ
ቇ − 𝑖

Г෨ଵ

𝑆ଶ
−

1

𝐴ଶ

1 − 𝑖Г෨ସ

𝜏 − 𝑖Гଷ
−

𝑖Г෨ଶ

𝐴ଶ

1 − 𝑖Г෨ସ

𝜏 − 𝑖Гଷ
= 0.   (1.5.4) 

В дальнейшем мы рассмотрим различные частные случаи этого выражения, 

представляющие особый интерес. 

1.6     Медленный магнитный звук с горячими изотропными ионами 

Пусть распределение ионов является изотропным (𝛼௜௛ = 0). Введем новое 

обозначение:   

Г଴ =
1

𝑆ଶ
ට

𝜋

2
ቆ

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖

𝑇௘௛

𝑇௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
+

𝜔

𝑘∥𝑣∥௘௛
ቇ +

1

𝐴ଶ
൫Гଷ + Г෨ଶ − Г෨ସ൯.   (1.6.1) 

Считая мнимые добавки малыми (Гଷ, Г෨ଵ, Г෨ଶ, Г෨ସ ≪ 1), перепишем уравнение (1.5.4) в 

виде:     

ቆ
𝑘∥

ଶ

𝜔ଶ
−

1

𝑉௦
ଶ

ቇ − 𝑖Г଴ = 0,     (1.6.2) 

где величина 

𝑉௦
ଶ =

𝐴ଶ𝑆ଶ

𝐴ଶ + 𝑆ଶ
  

есть квадрат скорости ММЗ. 

Решение уравнения (1.6.2) ищем в виде 𝜔 = 𝜔଴ + 𝑖𝛾 в предположении, что мнимая 

часть частоты много меньше действительной. Действительная часть определяется 

соотношением 

𝜔଴
ଶ = 𝑘∥

ଶ𝑉௦
ଶ,      (1.6.3) 

представляющим собой известное из гидродинамики дисперсионное соотношение ММЗ. 

Как видим, при его выводе существенным был учет параллельного электрического поля 

волны («продольного потенциала» 𝜑∥), отсутствующего в гидродинамике. Таким образом, 

медленный магнитный звук является по своей сути электростатической модой, 

модифицированной внешним магнитным полем. Наличие как продольного магнитного, 

так и продольного электрического поля является необходимыми признаками ММЗ. 
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Мнимая часть частоты 

𝛾 = −
𝜔଴

2
Г଴𝑉௦

ଶ      (1.6.4) 

является декрементом бесстолкновительного затухания ММЗ волны (затухания Ландау). 

Как видно из выражения (1.6.1), эта величина всегда отрицательна, поскольку 

Гଷ + Г෨ଶ − Г෨ସ =
𝜔

𝜔௧
+ 𝛽ୄ௜௖ට

𝜋

2

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
+ 𝛽ୄ௘௛ට

𝜋

2

𝜔

𝑘∥𝑣∥௘௛
+ ට

𝜋

2

𝜔

𝑘∥𝑣∥௘௛
> 0. 

Если давление плазмы невелико (что может быть несправедливым только вблизи 

магнитного экватора), то инкремент в основном определяется слагаемыми выражения 

(1.6.1), пропорциональными 𝑆ିଶ. Именно эти слагаемые обычно фигурируют в учебниках. 

Слагаемые, пропорциональные 𝐴ିଶ, представляют собой поправки к декременту, 

связанные с тем, что в замагниченной плазме к возмущению электростатического 

потенциала (в данном случае 𝜑∥) всегда «прицеплено» возмущение продольного 

магнитного поля. 

1.7     Зеркальная неустойчивость 

Учтем анизотропию горячих ионов. Тогда, в пренебрежении малой мнимой частью 

соотношения (1.5.4), получаем: 

𝑘∥
ଶ

𝜔ଶ
−

1

𝑆ଶ
−

1

𝐴ଶ𝜏
= 0,     (1.7.1) 

где 𝜏 = 𝑀 − 𝛼௜௛𝛽ୄ௜௛. Это выражение совпадает с гидродинамическим дисперсионным 

соотношением медленного магнитного звука 𝜔଴
ଶ = 𝑘∥

ଶ𝑉௦
ଶ, но с модифицированной ММЗ-

скоростью: 

𝑉௦
ଶ = 𝜏

𝑆ଶ𝐴ଶ

𝑆ଶ + 𝜏𝐴ଶ
 .      (1.7.2) 

Как видим, при условии 

−
𝑆ଶ

𝐴ଶ
< 𝜏 < 0,      (1.7.3) 

квадрат ММЗ-скорости становится отрицательным (𝑉௦
ଶ < 0), т.е. частота волны является 

чисто мнимой. В этом случае уравнение (1.7.1) имеет два решения: 

𝜔ଵ = 𝑖ห𝑘∥𝑉௦ห 

и 

  𝜔ଶ = −𝑖ห𝑘∥𝑉௦ห. 
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Таким образом, начальное возмущение разбивается на суперпозицию экспоненциально 

затухающего возмущения и экспоненциально растущего возмущения с инкрементом 

𝛾 = ห𝑘∥𝑉௦ห. 

Растущее решение называется зеркальной неустойчивостью; это как раз тот случай, что 

был разобран в работах [Веденов и др., 1961; Калсруд, 1983]. Необходимым условиям для 

ее развития является сильная анизотропия давления плазмы. Вводя параметр 𝛽 

(отношение плазменного давления к магнитному), в поперечно-мелкомасштабном пределе 

критерий неустойчивости имеет вид 

1 + 𝛽ୄ ቆ
𝛽ୄ

𝛽∥
− 1ቇ < 0.     (1.7.4) 

Отметим, что это только необходимый, но не достаточный критерий, поскольку, как 

видно из формулы (1.7.2), при слишком большой анизотропии (если 𝜏 < − 𝑆ଶ 𝐴ଶ⁄ ) квадрат 

ММЗ-скорости снова становится положительным. На наличие такого ограничения не 

было указано в работах [Веденов и др., 1961; Калсруд, 1983]. 

Необходимо напомнить, что критерии зеркальной неустойчивости (1.7.3) и (1.7.4) 

получены при условии почти полного отсутствия в плазме холодных электронов, точнее, 

при условии (1.5.1). Ниже мы увидим, что при наличии в плазме хотя бы малой популяции 

холодных электронов зеркальная неустойчивость также может развиваться, но несколько 

в ином виде. 

1.8     Поперечно-мелкомасштабные волны в плазме с холодными электронами 

Перепишем исходную систему (1.3.10) в предположении, что в плазме имеется примесь 

холодных электронов. Точнее, предположим выполнение неравенства: 

𝑛௘௖ ≫ 𝑛௘௛

𝑚௘

𝑚௜
.      (1.8.1) 

Поскольку масса электрона много меньше массы протона (𝑚௘ 𝑚௜⁄ ~ 1 2000⁄ ), это 

неравенство может удовлетворяться даже в том случае, когда количество холодных 

электронов мало (1 2000 ≪ 𝑛௘௖ 𝑛௘௛⁄ ≪ 1⁄ ). 

Фракция горячих ионов считается малой, но ненулевой, т. е. количество быстрых 

электронов и медленных ионов примерно одинаково (𝑛௘௛ ≈ 𝑛௜௖). При этих 

предположениях величина ∆ перепишется в виде:  

∆= 𝑛௜௖

𝑚௘

𝑛௘௖
. 

Фазовая скорость волны теперь определяется выражением: 
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1

𝑢ଶ
=

1

𝑤ଶ
≡

𝑛௘௛

𝑛௘௖

1

𝑣∥௘௛
ଶ . 

Кроме того, исключая вклад горячих ионов во втором слагаемом второго уравнения 

системы (1.3.10) получим: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜑∥𝑞ଶ ቆ

𝑘∥
ଶ

𝜔ଶ
−

1

𝑤ଶ
ቇ − 𝑖𝜑∥𝑞ଶГଵ + 𝑏∥

𝑞

𝐵
𝑛௜௖

𝑚௘

𝑛௘௖
− 𝑏∥

𝑞

𝐵
𝑖Гଶ = 0

𝐵𝑏∥

4𝜋
(𝜏 + 𝛽ୄ௜௖ − 𝑖Гଷ) + 𝑞𝜑∥(𝑛௘௛ − 𝑖Гସ) = 0

 .   (1.8.2) 

Далее, пренебрегаем комбинациями  𝑛௜௛ 𝜔 𝑘∥𝑣∥௜௛⁄   и  𝑛௘௖ 𝜔 𝑘∥𝑣∥௘௖⁄ , а также некоторыми 

другими малыми членами в мнимых добавках: 

Гଵ = 𝑚௘

𝑛௜௖

𝑛௘௖

ට
𝜋

2
ቆ

1

𝑚௜𝑣∥௜௖
ଶ

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
+

𝑛௘௛

𝑛௜௖

1

𝑚௘𝑣∥௘௛
ଶ

𝜔

𝑘∥𝑣∥௘௛
ቇ, 

Гଶ = −𝑚௘

𝑛௜௖

𝑛௘௖

ට
𝜋

2

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
, 

Гଷ =
𝜔

𝜔௧
, 

Гସ = 𝑛௜௖ට
𝜋

2

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
. 

Выражаем 𝑏∥ из второго уравнения системы (1.8.2): 

𝑏∥ = − 𝑞𝜑∥

4𝜋

𝐵

(𝑛௘௛ − 𝑖Гସ)

(𝜏 + 𝛽ୄ௜௖ − 𝑖Гଷ)
.     (1.8.3) 

Теперь подставляя выражение (1.7.3) в первое уравнение системы (1.8.2) получим 

дисперсионное уравнение с учетом присутствия в плазме холодных электронов: 

ቆ
𝑘∥

ଶ

𝜔ଶ
−

1

𝑤ଶ
ቇ − 𝑖Гଵ −

4𝜋

𝐵ଶ
𝑚௘

𝑛௜௖

𝑛௘௖

(𝑛௘௛ − 𝑖Гସ)

(𝜏 + 𝛽ୄ௜௖ − 𝑖Гଷ)
+ 𝑖Гଶ

4𝜋

𝐵ଶ

(𝑛௘௛ − 𝑖Гସ)

(𝜏 + 𝛽ୄ௜ − 𝑖Гଷ)
= 0.  (1.8.4) 

Если сравнить полученное выражение, где мы учли вклад холодных электронов, с 

выражением без этого уточнения (1.5.4), нетрудно увидеть что в последнем случае (1.8.4) 

частота увеличится (𝑤ଶ 𝑆ଶ⁄ > 1). 

1.9     Зеркальная неустойчивость с холодными электронами 

Рассмотрим теперь моду с очень низкой частотой, удовлетворяющей соотношению 

𝜔ଶ ≪ 𝑘∥
ଶ𝑤ଶ. В этом случае уравнение (1.3.10) сводится к виду: 

𝜏 + 𝛽ୄ௜ − 𝑖Гଷ =
𝜔ଶ

𝐴ଶ𝑘∥
ଶ

𝑚௘𝑛௘௛

𝑚௜𝑛௘௖
ቆ1 + 𝑖

𝜔

𝑘∥𝑣∥௜௖
𝑒ିక೔೎

మ
ቇ

1 −
𝑛௜௖

𝑛௘௛
𝑖ට

𝜋
2

𝜔
𝑘∥𝑣∥௜௖

𝑒ିక೔೎
మ

1 −
𝜔ଶ

𝑘∥
ଶ 𝑖Гଵ

.   (1.9.1) 

Правая часть этого выражения мала ввиду выполнения неравенства 
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𝑚௘𝑛௘௛

𝑚௜𝑛௘௖
≪ 1, 

которое следует из условия (1.8.1) и близости концентраций горячих электронов и 

холодных протонов (𝑛௘௛ ≈ 𝑛௜௖). Кроме того, предположим, что давление холодных 

протонов мало, 𝛽ୄ௜௖ ≪ 1. Тогда дисперсионное уравнение УНЧ-моды с холодными 

электронами примет вид: 

𝜏 − 𝑖Гଷ = 0.      (1.9.2) 

Решение этого уравнения запишется в виде: 

𝜔 = −𝑖𝜔௧𝜏.      (1.9.3) 

Эта мода имеет не колебательный характер: она либо затухает при 𝜏 > 0, либо растет 

при 𝜏 < 0. Как видим, критерий неустойчивости имеет тот же вид, что в разделе 1.7 

(1.7.4): 

1 + 𝛽ୄ௜௛ ቆ
𝛽ୄ௜௛

𝛽∥𝑖ℎ
− 1ቇ < 0.     (1.9.4) 

Это критерий зеркальной неустойчивости в смысле работы [Hasegawa, 1969]. Эта 

неустойчивость имеет совсем иной характер, в отличие от зеркальной неустойчивости без 

холодных электронов: 

 Случай 𝑛௘௖ ≪ 𝑛௘௛
௠೐

௠೔
  Случай 𝑛௘௖ ≫ 𝑛௘௛

௠೐

௠೔
 

𝜏 > 0 Осцилляторное решение: начальное 

возмущение распространяется 

подобно волне 

Неосцилляторное решение: 

начальное возмущение затухает 

𝜏 < 0 Два решения, одно из которых 

затухает, другое растет 

Только растущее решение 

 Инкремент 𝛾 = ห𝑘∥𝑉௦ห 

 

Инкремент 𝛾 = |𝜔௧𝜏 | 

Таблица 2. Отличия в решениях для зеркальной моды при различных 

концентрациях холодных электронов. 

Как и в случае зеркальной неустойчивости без холодных электронов, критерий (1.9.4) 

является необходимым, но не достаточным критерием неустойчивости. Действительно, 

частота волны должна удовлетворять соотношению 𝜔 𝑣∥௜௛𝑘∥⁄ ≪ 1. Учитывая, что по 

порядку величины 𝜔௧~𝑣∥௜௛𝑘∥, исходя из формулы (1.9.3) видим, что неравенство 

𝜔 𝑣∥௜௛𝑘∥⁄ ≪ 1 может удовлетворяться только при не слишком большой анизотропии, 

когда  |𝜏| ≪ 1. 
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Наконец, необходимо отметить, что учет давления холодных ионов приводит к 

повышению порога зеркальной неустойчивости при наличии холодных электронов:  

1 + 𝛽ୄ௜௖ + 𝛽ୄ௜௛ ቆ
𝛽ୄ௜௛

𝛽∥𝑖ℎ
− 1ቇ < 0. 

1.10     Заключение к главе 1 

В данной главе рассмотрены компрессионные МГД волны в рамках гирокинетики при 

различных предположениях о составе плазмы. Мы предполагали, что эти волны 

поперечно-мелкомасштабные (𝑘ୄ ≫ 𝑘∥), т. е. они распространяются практически поперек 

магнитного поля. 

Мы показали, что при кинетическом подходе мода, схожая по своим свойствам с 

медленным магнитным звуком, может распространяться при условии очень малого 

содержания холодных электронов (отношение концентраций холодных и горячих 

электронов значительно меньше, чем отношение массы электрона и протона). Эта мода 

имеет электростатический характер, т. е. распространение возмущения вдоль силовых 

линий происходит за счет параллельного электрического поля (фактор, который 

принципиально невозможно учесть в рамках МГД). 

При малом содержании в плазме холодных электронов (𝑛௘௖ ≪ 𝑛௘௛ 𝑚௘ 𝑚௜⁄ ) и достаточно 

большой анизотропии скоростей частиц поперек и вдоль магнитного поля (выполняется 

условие 𝜏 < 0, но |𝜏| < 𝑆ଶ 𝐴ଶ⁄ ), частота становится мнимой и, соответственно, возникает 

инкремент 𝛾 = ห𝑘∥𝑉௦ห. Такую моду называют зеркально-неустойчивой. 

Случай, когда отношение концентраций холодных и горячих электронов значительно 

меньше, чем отношение массы электрона и протона, однако, не выглядит реалистичным, 

поскольку отношение массы электрона и протона составляет всего 1 2000⁄ .  

При увеличении концентрации холодных электронов частота электростатических 

колебаний быстро растет. Даже если отношение концентраций холодных и горячих 

электронов много меньше единицы, но значительно превышает отношение массы 

электрона и протона (𝑛௘௖ ≫ 𝑛௘௛ 𝑚௘ 𝑚௜⁄ ), мода приобретает частоту, значительно 

превышающую частоту ММЗ при тех же значениях продольного волнового вектора. Если 

частота волны много меньше характерной частоты электростатических колебаний, то 

возмущением продольного электрического поля можно пренебречь. В этом случае, при 

малой анизотропии давления, мода затухает. 

В случае 𝑛௘௖ ≫ 𝑛௘௛ 𝑚௘ 𝑚௜⁄  и когда анизотропия скоростей частиц достаточно велика 

(выполняется условие 𝜏 < 0, но |𝜏| ≪ 1), развивается неустойчивость, также называемая 
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зеркальной, хотя ее характер и инкремент отличаются от одноименной неустойчивости в 

отсутствии холодных электронов. Она имеет инкремент 𝛾 = |𝜔௧𝜏 |, а конечное давление 

холодных ионов приводит к повышению порога неустойчивости.  
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Глава 2  

Дрейфово-компрессионные моды, 

распространяющиеся в направлении дрейфа 

протонов с инверсным распределением 

частиц по скоростям 

В работах [Barfield and McPherron, 1972, 1978] в диапазоне Pc5 выделяют отдельный 

класс УНЧ волн - так называемые «буревые компрессионные» колебания. Буревыми их 

называют потому, что наблюдаются они во время больших геомагнитных возмущений. 

Эти колебания имеют большие азимутальные волновые числа 𝑚 ≫ 1 и характеризуются 

вариациями давления плазмы и магнитного поля в противофазе [Takahashi et al., 1985; 

Verkhoglyadova et al., 1999; Vaivads et al., 2001; Chen et al., 2003; Agapitov and Cheremnykh, 

2011]. 

Теория этих волн еще далека от завершения. Обычно их идентифицируют с дрейфово-

зеркальными модами [Hasegawa, 1969; Pokhotelov et al., 1985; Klimushkin and Chen, 2006; 

Rae et al., 2007]. Однако не ясно, достаточно ли велика температурная анизотропия 

магнитосферной плазмы для удовлетворения условий зеркальной неустойчивости. Еще 

компрессионные колебания в диапазоне Pc5 иногда описывают поперечными 

Альфвеновскими волнами в плазме конечного давления, поскольку кривизна силовых 

линий обеспечивает конечную продольную составляющую магнитного поля волны 

[Klimushkin, 1997; Mager and Klimushkin, 2002]. Однако частоты наблюдаемых 

компрессионных Pc5 пульсаций обычно значительно ниже характерных альфвеновских 

частот. Еще эти волны ассоциируют с ММЗ [Leonovich et al., 2006; Du et al., 2011]. Хотя 
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ММЗ моды и являются естественным решением уравнений МГД, неясно, могут ли они 

существовать в горячей бесстолкновительной плазме, где приближение МГД 

неприменимо, и описывать плазму нужно с помощью кинетических уравнений. 

Наконец, буревые компрессионные Pc5 волны могут быть идентифицированы как 

наиболее распространенные компрессионные моды в кинетике – дрейфово-

компрессионные. Для существования этих мод требуется только конечное давление 

плазмы и ее неоднородность поперек магнитных силовых линий. Предыдущие 

исследования показали, что дрейфово-компрессионные моды узко локализованы вблизи 

геомагнитного экватора и имеют частоты близкие к диамагнитным частотам плазмы 𝜔∗, и 

могут быть вызваны плазменными неустойчивостями, обусловленными обменом энергией 

между волной и энергичными протонами [Ng et al., 1984; Crabtree et al., 2003; Crabtree and 

Chen, 2004]. Связь этих мод с поперечными альфвеновскими модами из-за кривизны 

магнитного поля может существенно усложнять условия неустойчивости [Klimushkin and 

Mager, 2011; Klimushkin et al., 2012]. В упрощенной модели с круглыми линиями 

магнитного поля Климушкин и Магер [Klimushkin and Mager, 2011] показали, что 

дрейфово-компрессонные моды должны испытывать резонанс, когда частота колебаний 

совпадает с собственной частотой волны. Еще неустойчивость дрейфово-компрессионных 

мод была предложена в качестве триггера для суббурь [Crabtree et al., 2003; Horton et al., 

2007]. 

Важным ограничением предыдущих исследований дрейфово-компрессионных мод 

было предположение о распределении горячих частиц согласно функции Максвелла, хотя 

волны с большими азимутальными волновыми числами (𝑚 ≫ 1) наблюдаются 

одновременно с инверсным распределением энергичных частиц [Hughes et al., 1978; 

Baddeley et al., 2005; Glassmeier et al., 1999]. Инверсным, по аналогии с [Hughes et al., 

1978], мы называем немонотонное распределение по скоростям, с максимумом в 

высокоэнергичной части. В литературе можно встретить название “bump-on-tail” 

распределение. Считается, что энергичные частицы, распределенные таким образом по 

скоростям служат источником свободной энергии для УНЧ волн с большими 𝑚 [Karpman 

et al., 1977]. 

В данной главе при помощи гирокинетического подхода [Chen and Hasegawa, 1991] мы 

рассмотрим поляризацию дрейфово-компрессионных мод и их структуру вдоль земного 

магнитного поля. При этом функцию распределения частиц по скоростям будем считать 

инверсной. Мы будем использовать дипольноподобную (аксиально-симметричную) 

модель магнитосферы с изотропной плазмой, учитывая ее неоднородность как вдоль, так 

и поперек линий магнитного поля, а также конечную кривизну этих линий. Плазму будем 
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считать состоящей из холодных частиц с примесью горячих протонов, имеющих 

инверсное распределение. Рассматривать будем волны, распространяющиеся в одном 

направлении с дрейфом протонов, т. е. на запад. 

2.1     Система координат 

В этой и следующей главах мы будем пользоваться аксиально-симметричной моделью 

магнитосферы, в которой плазменные параметры (концентрация 𝑛, температура 𝑇 и 

окружающее магнитное поле 𝐵) изменяются по магнитным оболочкам и вдоль линий 

магнитного поля. Для этого введем ортогональную систему координат (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ), в 

которой координатные поверхности 𝑥ଵ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 совпадают с магнитными оболочками, 

координата 𝑥ଶ - отмечает силовую линию на магнитной поверхности, а координата 𝑥ଷ - 

точку на силовой линии (Рисунок 6). Координаты 𝑥ଵ и 𝑥ଶ представляют радиальную и 

азимутальную компоненты соответственно. 

 

Рисунок 6. Система координат 

Элемент длины в такой системе задается выражением 𝑑𝑙ଶ = 𝑔ଵ(𝑑𝑥ଵ)ଶ + 𝑔ଶ(𝑑𝑥ଶ)ଶ +

𝑔ଷ(𝑑𝑥ଷ)ଶ, где 𝑔௜ = 𝑔௜௜(𝑥ଵ, 𝑥ଷ) – диагональные компоненты метрического тензора 

(недиагональные равны нулю в силу ортогональности системы координат), 𝑔 = 𝑔ଵ𝑔ଶ𝑔ଷ - 

его детерминант, ඥ𝑔௜ - коэффициент Ламэ [Leonovich and Mazur, 1989]. Учет кривизны  и 

продольной неоднородности магнитного поля делает частицы запертыми в магнитосфере. 

В процессе выполнения математических операций будем пользоваться следующими 

выражениями: 

𝑎௜ = 𝑔௜𝑎
௜ = ඥ𝑔௜𝑎ො௜ 

𝑎௜ =
𝑎ො௜

ඥ𝑔௜
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𝑑𝑥ො௜ = ඥ𝑔௜𝑑𝑥௜ 

где  𝑎௜ - ковариантная координата, 𝑎௜ - контрвариантная, 𝑎ො௜ - физическая величина 

вектора. Суммирование по повторяющимся индексам не подразумевается. 

2.2     Функция распределения 

В реальной магнитосферной плазме частицы чаще всего распределены по скоростям с 

явными отклонениями от распределения Максвелла. Это является следствием многих 

факторов, таких как высыпание частиц, различные дрейфы и т. п. [Southwood, 1980]. 

Реально наблюдаемая картина распределения частиц по энергии, взятая из статьи Hughes 

et al., 1978 представлена на рисунке 7.а.  

В данной работе мы будем рассматривать плазму, состоящую в основном из холодных 

частиц с примесью горячих протонов. Условие равновесия можно записать как 

𝛽

2

1

ඥ𝑔ଵ

𝑃ᇱ

𝑃
+

1

ඥ𝑔ଵ

𝐵ᇱ

𝐵
+

1

𝑅
= 0, 

где 𝑅 - локальный радиус кривизны магнитного поля, 𝑃 - давление плазмы, 𝛽 = 8𝜋𝑃 𝐵ଶ⁄  - 

отношение плазменного давления к магнитному. Здесь и далее штрих обозначает 

производную по радиальной координате, 𝜕 𝜕𝑥ଵ⁄ . 

Функцию распределения горячих протонов мы будем называть инверсной, по аналогии 

с Hughes et al., 1978. Ее можно представить в виде: 

𝐹ூ =
𝑛௛

4√2𝜋Г ቀ𝑆 +
3
2

ቁ (𝜀଴)
ଷ
ଶ

൬
𝜀

𝜀଴
൰

ௌ

𝑒𝑥𝑝 ൬−
𝜀

𝜀଴
൰, 

где 𝑛௛ – концентрация горячих протонов, 𝜀 = 𝑣ଶ 2⁄  – энергия частиц на единицу массы, 𝑣 

- скорость частиц, 𝑆 - положительное целое число, 𝜀଴ - параметр, обозначающий 

определенную энергию, Г(𝑁) - гамма-функция. При 𝑆 > 0 среднюю энергию частиц 

можно выразить как 𝜀̅ = (𝑆 + 3 2⁄ )𝜀଴, а энергию в максимуме 𝜀௠ = 𝑆𝜀଴. Т. е. для 

определенного диапазона энергий такая функция имеет положительный наклон. Отметим, 

что при 𝑆 = 0 инверсное распределение становится распределением Максвелла: 

𝐹ெ =
𝑛௖

2√2𝜋
ଷ
ଶ(𝜀଴)

ଷ
ଶ

𝑒𝑥𝑝 ൬−
𝜀

𝜀଴
൰, 

где 𝑛௖ – концентрация холодных протонов, а значение для средней энергии частиц будет 

вычисляться как 𝜀̅ = 3 2⁄ 𝜀଴. 



 

Рисунок 7. Функции распределения:

при помощи спутника 

Для примера мы сделали модель вышеупомянутого 

al., 1978]. Результат представлен на 

из трех слагаемых:  𝐹 =

Максвелла, со значениями 

𝐹ூ – инверсному, со значениями 

(𝐹ெଵ и 𝐹ெଶ) будет вносить

2.3     Основные уравнения

Волновые процессы с собственной частотой 

обычно рассматриваются в рамках гирокинетики в поперечном ВКБ приб

and Hasegawa, 1991]. В таком формализме волновые переменные будут зависеть от 

пространственно-временных координат следующим образом:

41 

. Функции распределения: а. Реальное распределение, зафиксированное 

при помощи спутника ACS6, источник:  [Hughes et al., 1978]; б. Смоделированное 

распределение. 

ы сделали модель вышеупомянутого распределения 

зультат представлен на рисунке 7,б. Смоделированная нами функция состоит 

= 𝐹ெଵ + 𝐹ெଶ + 𝐹ூ, где 𝐹ெଵ и 𝐹ெଶ соответствуют распределению 

, со значениями 𝜀଴ = 10𝑒𝑉, 𝛽~10ିସ и 𝜀଴ = 100𝑒𝑉, 𝛽~10

ому, со значениями 𝜀଴ = 10𝑘𝑒𝑉 и 𝛽~0,1. При этом х

ь незначительный вклад в общее давление плазмы.

Основные уравнения 

Волновые процессы с собственной частотой 𝜔 много меньшей г

обычно рассматриваются в рамках гирокинетики в поперечном ВКБ приб

В таком формализме волновые переменные будут зависеть от 

временных координат следующим образом: 

 

а. Реальное распределение, зафиксированное 

]; б. Смоделированное 

распределения из статьи [Hughes et 

Смоделированная нами функция состоит 

соответствуют распределению 

10ିସ, соответственно, а 

При этом холодная составляющая 

незначительный вклад в общее давление плазмы. 

много меньшей гирочастоты частиц 𝜔௖ 

обычно рассматриваются в рамках гирокинетики в поперечном ВКБ приближении [Chen 

В таком формализме волновые переменные будут зависеть от 
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𝑒𝑥𝑝 ൤−𝑖𝜔𝑡 + 𝑖 න 𝑘ଵ(𝑥ଵ)𝑑𝑥ଵ + 𝑖𝑘ଶ𝑥ଶ൨, 

где 𝜔 – собственная частота волны, 𝑘ଵ(𝑥ଵ) - радиальная составляющая волнового вектора, 

определяемая основным порядком ВКБ приближения, и 𝑘ଶ - азимутальная составляющая 

волнового вектора. Если азимутальный угол определяется координатой 𝑥ଶ, то значение 𝑘ଶ 

будет совпадать со значением азимутального волнового числа 𝑚.  

В гирокинетическом подходе электромагнитное поле волны можно описать при 

помощи трех переменных [Chen and Hasegawa, 1991]. Первая из них 𝑏∥ - продольная 

компонента магнитного поля волны, относительно внешнего магнитного поля, вторая - 𝜓 

связана с продольным векторным потенциалом как 𝐴∥ = −(𝑖𝑐 𝜔⁄ ) 𝜕𝜓 𝜕𝑙∥⁄ , и 𝜑 - 

электростатический потенциал. Небольшое количество холодных электронов замыкает 

продольное электрическое поле волны 𝐸∥ = −𝜕(𝜑 − 𝜓) 𝜕𝑙∥⁄ . Под холодными 

подразумеваются электроны с тепловой скоростью меньшей, чем параллельная фазовая 

скорость волны. В этом случае 𝜑 = 𝜓, т.е. продольное электрическое поле будет равным 

нулю, и соответственно останется только поперечное:   

𝐸ሬ⃗ ୄ = −∇ୄ𝜓. 

Будем считать, что частота рассматриваемых нами волн много ниже баунс-частоты 

протонов 𝜔௕. Далее, используя приближение малого ларморовского радиуса протонов, из 

уравнений гирокинетики [Chen and Hasegawa, 1991; Antonsen and Lane, 1980; Catto et al., 

1981] можно получить систему из двух интегро-дифференциальных уравнений на 

переменные 𝑏 = (𝜔 𝑐⁄ )𝑏∥ и 𝜓: 

𝐿෠ெ𝑏 + 𝐿෠஼ெ𝜓 = 0      (2.3.1)  

𝐿෠஺𝜓 + 𝐿෠஼஺𝑏 = 0.      (2.3.2) 

Здесь 𝐿෠ெ - оператор компрессионной моды, действие которого на функцию 𝑏 

представляется равенством: 

𝐿෠ெ𝑏 = 4𝜋𝑚௣ 〈
𝑄෠𝐹

(𝜔 − 𝜔ഥௗ)
𝜇(𝜇𝑏)〉 − 𝑏, 

где 

〈… 〉 = 4𝜋 න(… )
𝐵

ห𝑣∥ห
𝑑𝜇𝑑𝜀 

- интеграл по пространству скоростей, 

(… ) =
2

𝜏௕
න(… )

1

ห𝑣∥ห
𝑑𝑙∥

௟బ

ି௟బ

 

- усреднение по баунс-периоду 𝜏௕, 
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𝜏௕ = 2 න
1

ห𝑣∥ห
𝑑𝑙∥

௟బ

ି௟బ

, 

где ±𝑙଴ - точки отражения на ионосфере частиц с энергией 𝜀 и магнитным моментом 

𝜇 = 𝑣ୄ
ଶ 2𝐵⁄ , 𝑚௣ - масса протона, 

𝜔ௗ = |𝑘ሬ⃗ ୄ ∙ 𝑉ሬ⃗ ௗ| = ቤ
𝑘ଶ

𝜔௖ඥ𝑔ଶ

ቆ
1

ඥ𝑔ଵ

𝐵ᇱ

2𝐵
𝑣ୄ

ଶ −
𝑣∥

ଶ

𝑅
ቇቤ 

– дрейфовая частота, 𝑣∥ и 𝑣ୄ – продольная и поперечная скорости частиц, 𝑉ሬ⃗ ௗ – скорость 

магнитного дрейфа частиц, 𝜔௖ = 𝑒𝐵 𝑚௣⁄ 𝑐 – гирочастота, 𝑅 - радиус кривизны магнитного 

поля. Оператор 𝑄෠  определяется следующим образом: 

𝑄෠ = 𝜔
𝜕

𝜕𝜀
±

𝑘ଶ

𝜔௖ඥ𝑔ଶ

1

ඥ𝑔ଵ

𝜕

𝜕𝑥ଵ
. 

Оператор альфвеновской моды 𝐿෠஺ действуя на функцию 𝜓 дает выражение 

𝐿෠஺𝜓 = ቆ
𝑘ଵ

ଶ

𝑔ଵ
𝐿෠் +

𝑘ଶ
ଶ

𝑔ଶ
𝐿෠௉ቇ 𝜓 +

𝑘ଶ
ଶ

𝑔ଶ

4𝜋𝑃ᇱ

ඥ𝑔ଵ𝐵ଶ
ቆ

1

ඥ𝑔ଵ

𝐵ᇱ

𝐵
−

1

𝑅
ቇ 𝜓 +

4𝜋𝑞ଶ

𝑚௣𝑐ଶ
〈

𝑄෠𝐹

(𝜔 − 𝜔ഥௗ)
𝜔ௗ(𝜔ௗ𝜓)〉, 

где  

𝐿෠் = ඨ
𝑔ଵ

𝑔ଶ

𝜕

𝜕𝑙∥
ඨ

𝑔ଶ

𝑔ଵ

𝜕

𝜕𝑙∥
+

𝜔ଶ

𝑉஺
ଶ      (2.3.3) 

- тороидальный оператор, и 

𝐿෠௉ = ඨ
𝑔ଶ

𝑔ଵ

𝜕

𝜕𝑙∥
ඨ

𝑔ଵ

𝑔ଶ

𝜕

𝜕𝑙∥
+

𝜔ଶ

𝑉஺
ଶ 

- полоидальный оператор,  

𝑉஺ =
𝐵

ඥ4𝜋𝑚௣(𝑛௖ + 𝑛௛)
 

- альфвеновская скорость. 

Операторы 𝐿෠஼ெ и 𝐿෠஼஺ определяют сцепление мод: 

𝐿෠஼ெ𝜓 =
𝑘ଶ

ඥ𝑔ଶ

4𝜋𝑃ᇱ

ඥ𝑔ଵ𝐵ଶ
𝜓 +

4𝜋𝑞

𝑐
〈

𝑄෠𝐹

(𝜔 − 𝜔ഥௗ)
𝜇(𝜔ௗ𝜓)〉, 

𝐿෠஼஺𝑏 =
𝑘ଶ

ඥ𝑔ଶ

4𝜋𝑃ᇱ

ඥ𝑔ଵ𝐵ଶ
𝑏 +

4𝜋𝑞

𝑐
〈

𝑄෠𝐹

(𝜔 − 𝜔ഥௗ)
𝜔ௗ(𝜇𝑏)〉. 

2.4     Компрессионный резонанс 

Рассмотрим первый член уравнения (2.3.1) подробнее: 
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𝐿෠ெ𝑏 = 4𝜋𝑚௣ 〈
𝑄෠𝐹

(𝜔 − 𝜔ഥௗ)
𝜇(𝜇𝑏)〉 − 𝑏

= 4𝜋𝑚௣4𝜋 න 𝑑𝜀

ஶ

଴

න 𝑑𝜇

ఌ ஻൫௟∥൯⁄

଴

𝐵(𝑙∥)

ห𝑣∥(𝑙∥)ห

𝑄෠𝐹

(𝜔 − 𝜔ഥௗ)
𝜇ଶ

2

𝜏௕
න

𝑏൫𝑙∥
′ ൯

ห𝑣∥൫𝑙∥
′ ൯ห

𝑑𝑙∥
′

௟బ

ି௟బ

− 𝑏(𝑙∥). 

Изменяя порядок интегрирования, получаем 

𝐿෠ெ𝑏 = න 𝛬𝐾൫𝑙∥, 𝑙∥
′ ൯𝑏൫𝑙∥

′ ൯𝑑𝑙∥
′

௟಺

ି௟಺

− 𝑏(𝑙∥). 

Здесь мы установили границы интегрирования −𝑙ூ и 𝑙ூ потому, что движение частиц вдоль 

линий магнитного поля ограниченно ионосферой, а функция 𝛬𝐾൫𝑙∥, 𝑙∥
′ ൯ получается в 

результате изменения порядка интегрирования. При этом функция 𝛬 не зависит от 𝑙∥ и 𝑙∥
′ . 

Таким образом, уравнение (2.3.1) можно представить в форме неоднородного 

интегрального уравнения Фредгольма второго рода: 

𝛬 න 𝐾൫𝑙∥, 𝑙∥
′ ൯𝑏൫𝑙∥

′ ൯𝑑𝑙∥
′

௟಺

ି௟಺

− 𝑏(𝑙∥) + 𝐿෠஼ெ𝜓 = 0, 

где 𝐾൫𝑙∥, 𝑙∥
′ ൯ - ядро интегрального уравнения, 𝛬 - параметр, 𝑙ூ - расстояние от 

геомагнитного экватора до ионосферы вдоль линии магнитного поля Земли. Формально 

решение этого уравнения можно представить как 

𝑏 = 𝐿෠஼ெ𝜓 +  𝛬 ෍
𝑏ே

𝛬ே − 𝛬
ே

න 𝑏ே𝐿෠஼ெ𝜓𝑑𝑙∥

௟಺

ି௟಺

. 

Здесь 𝛬ே - собственные значения, а 𝑏ே - собственные функции однородного уравнения  

𝐿෠ெ𝑏ே = 0,      (2.4.1) 

где 𝑁 - номер гармоники. Собственные функции с различными значениями 𝑁 

ортогональны друг другу. Условие нормировки будет иметь вид: 

න 𝑏ே𝑏ேᇲ𝑑𝑙∥

௟಺

ି௟಺

= 𝛿ேேᇲ , 

где 𝛿ேேᇲ - дельта-функция Кронекера. 

Если значение 𝛬 приближается к одному из собственных значений 𝛬ே, то  

𝑏 ≈  𝛬
𝑏ே

𝛬ே − 𝛬
න 𝑏ே𝐿෠஼ெ𝜓𝑑𝑙∥

௟಺

ି௟಺

,     (2.4.2) 

т.е. значение 𝑏 становится пропорциональным собственной функции 𝑏ே однородного 

уравнения (2.4.1). 
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Таким образом, при стремлении 𝛬 → 𝛬ே структура продольного магнитного поля 

волны 𝑏∥ будет определяться собственными функциями 𝑏ே, а абсолютное значение будет 

стремиться к бесконечности 𝑏∥ → ∞. Такую ситуацию можно назвать компрессионным 

резонансом. 

Волновая структура остальных компонент магнитного поля волны определяется из 

уравнения (2.3.2). Подставив в него (2.4.2) получим 

𝑘ଵ
ଶ

𝑔ଵ
𝐿෠்𝜓 +

𝑘ଶ
ଶ

𝑔ଶ
𝐿෠௉𝜓 +

𝑘ଶ
ଶ

𝑔ଶ

4𝜋𝑃ᇱ

ඥ𝑔ଵ𝐵ଶ
ቆ

1

ඥ𝑔ଵ

𝐵ᇱ

𝐵
−

1

𝑅
ቇ 𝜓 +

4𝜋𝑞ଶ

𝑚௣𝑐ଶ
〈

𝑄෠𝐹

(𝜔 − 𝜔ഥௗ)
𝜔ௗ(𝜔ௗ𝜓)〉

+
𝛬

𝛬ே − 𝛬
𝐿෠஼஺𝑏ே න 𝑏ே𝐿෠஼ெ𝜓𝑑𝑙∥

௟಺

ି௟಺

= 0. 

Когда 𝛬 → 𝛬ே, последний член уравнения будет стремиться к бесконечности. 

Сбалансировать его можно только первым членом, если 𝑘ଵ(𝑥ଵ) → ∞. Оставив только 

ведущие члены, и подставив выражение для тороидального оператора (2.3.3), получим: 

𝑘ଵ
ଶ

𝑔ଵ
ቌඨ

𝑔ଵ

𝑔ଶ

𝜕

𝜕𝑙∥
ඨ

𝑔ଶ

𝑔ଵ

𝜕

𝜕𝑙∥
+

𝜔ଶ

𝑉஺
ଶቍ 𝜓 +

𝛬

𝛬ே − 𝛬
𝐿෠஼஺𝑏ே න 𝑏ே𝐿෠஼ெ𝜓𝑑𝑙∥

௟಺

ି௟಺

= 0.  (2.4.3) 

Как известно из предыдущих исследований [Crabtree et al., 2003; Klimushkin and Mager, 

2011], частота дрейфово-компрессионных мод имеет одинаковый порядок величин с 

частотой диамагнитного дрейфа ионов 𝜔∗. Отношение последней к характерной 

Альфвеновской частоте 𝜔஺ можно оценить как 

𝜔∗

𝜔஺
~

𝑘ୄ𝜌௅ඥ𝛽

𝑘∥𝐿ୄ
, 

где 𝜌௅ - ларморовский радиус ионов, 𝐿ୄ - поперечный размер неоднородности. Так как мы 

предполагаем, что Ларморовский радиус имеет небольшие значения, 𝑘ୄ𝜌௅ ≪ 1, то можно 

предположить, что частота компрессионной волны будет много меньше частоты 

Альфвеновской волны на данной L-оболочке. Поэтому мы пренебрежем членом 𝜔ଶ 𝑉஺
ଶ⁄  в 

уравнении (2.4.3) и получим: 

𝑘ଵ
ଶ

𝑔ଵ
ඨ

𝑔ଵ

𝑔ଶ

𝜕

𝜕𝑙∥
ඨ

𝑔ଶ

𝑔ଵ

𝜕

𝜕𝑙∥
𝜓 +

𝛬

𝛬ே − 𝛬
𝐿෠஼஺𝑏ே න 𝑏ே𝐿෠஼ெ𝜓𝑑𝑙∥

௟಺

ି௟಺

= 0.   (2.4.4) 

При выводе данного выражения, мы следовали выводу уравнения Альфвеновского 

резонанса в искривленном магнитном поле, но не в виде уравнения в частных 

производных [Leonovich and Mazur, 1989; Chen and Cowley, 1989], а в интегральной 

форме. Из уравнения (2.4.4) видно, что при 𝛬 → 𝛬ே радиальная компонента волнового 

вектора будет стремиться к бесконечности 𝑘ଵ(𝑥ଵ) → ∞. Следовательно, при 
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компрессионном резонансе волна будет иметь тороидальную поляризацию потому, что ее 

азимутальная компонента магнитного поля будет большой 𝑏ଶ~𝑘ଵ 𝜕𝜓 𝜕𝑙∥⁄ . 

2.5     Продольная структура дрейфово-компрессионной волны 

Как мы выяснили выше, при компрессионном резонансе структура продольного 

магнитного поля волны 𝑏∥ будет определяться собственными функциями 𝑏ே однородного 

уравнения (2.4.1). Рассмотрим его подробнее: 

𝑏∥ = 4𝜋𝑚௣ 〈
𝑄෠𝐹

(𝜔 − 𝜔ഥௗ)
𝜇(𝜇𝑏)〉. 

Расставив пределы интегрирования, получим выражение: 

𝑏∥ = 16𝜋ଶ𝑚 න 𝑑𝜀

ஶ

଴

න 𝑑𝜇

ఌ ஻⁄

଴

ቌ
𝜇𝐵

|𝑣∥|

𝑄෠𝐹

(𝜔 − 𝜔ഥௗ)

2

𝜏௕
න

𝜇

ห𝑣∥ห
𝑏∥(𝑙′)𝑑𝑙′

௟బ

ି௟బ

ቍ.          (2.5.1) 

Энергия 𝜀 будет меняться в пределах от 0 до +∞, а нормированный на массу 

магнитный момент 𝜇 в нашем случае будет изменяться от 0 до 𝜀 𝐵⁄  исходя из следующих 

рассуждений: так как 𝜇 = 𝑣ୄ
ଶ 2𝐵⁄ , значит 𝑣ୄ

ଶ = 2𝐵𝜇. Подставляя последнее выражение в 

𝜀 = 𝑣ଶ 2⁄ = 𝑣∥
ଶ 2⁄ + 𝑣ୄ

ଶ 2⁄ , легко находим, что 𝑣∥ = ඥ2(𝜀 − 𝜇𝐵), а так как скорость 

величина действительная, то 𝜀 > 𝜇𝐵, рисунок 8.   

 

Рисунок 8. Область определения переменных 𝜀 и 𝜇 

Для приведения интегрального уравнения (2.5.1) к каноническому виду выполним 

последовательно замену переменных интегрирования 𝑑𝜀𝑑𝜇 ⟶ 𝑑𝜀𝑑𝜆, а потом 𝑑𝜀𝑑𝜆 ⟶

𝑑𝜉𝑑𝜆, где 𝜆 = sinଶ 𝛼 = 𝜇𝐵଴ 𝜀⁄ , 𝛼 - питч-угол, 𝐵଴ – значение магнитного поля на 
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геомагнитном экваторе, 𝜉 = ඥ𝜀 𝜀଴⁄ . Якобиан перехода для первой замены будет равен 

𝜀 𝐵଴⁄ , а область интегрирования по параметру 𝜆 будет заключена в интервале (0; 𝐵଴ 𝐵⁄ ). 

При второй замене область интегрирования не изменится. Отметим, что подынтегральная 

функция симметрична относительно экватора (𝑙 = 0), и поэтому будет справедливо 

преобразование: 

න
1

ห𝑣∥ห
𝑏∥(𝑙′)𝑑𝑙′

௟బ(ఒ)

ି௟బ(ఒ)

= 2 න
1

ห𝑣∥ห
𝑏∥(𝑙′)𝑑𝑙′.

௟బ(ఒ)

଴

 

После замены переменных интегрирования получим: 

𝑏∥ = න 𝑑𝜆

஻బ ஻⁄ (௟)

଴

න 𝑑𝑙′

௟బ(ఒ)

଴

൭
𝐵(𝑙)

𝐵଴

𝜆ଶ𝛬(𝜔, 𝜆)

𝑢(𝑙, 𝜆)𝑢(𝑙′, 𝜆)
𝑏∥(𝑙′)൱,  (2.5.2) 

где  

𝑢(𝑙, 𝜆) = ඥ1 − 𝜆 𝐵(𝑙) 𝐵଴⁄ , 

𝛬(𝜔, 𝜆) =
3

2

𝛽଴

𝐿௕

1

Г ቀ𝑆 +
5
2

ቁ
න 𝑑𝜉

ାஶ

ିஶ

𝜉ହାଶௌ𝑒ିకమ

𝜉 − ට
𝜔
𝛺ௗ

൤
𝜔

𝛺ௗ
൬1 −

𝑆

𝜉ଶ
൰ −

𝜔௡
∗

𝛺ௗ
+ ൬𝑆 +

3

2
− 𝜉ଶ൰

𝜔ఌ
∗

𝛺ௗ
൨. 

         (2.5.3) 

Переменные 

𝜔௡
∗ =

1

ඥ𝑔ଵ

𝑘ଶ𝜀଴

𝜔௖ඥ𝑔ଶ

𝑛ᇱ

𝑛
 

и 

𝜔ఌ
∗ =

1

ඥ𝑔ଵ

𝑘ଶ𝜀଴

𝜔௖ඥ𝑔ଶ

𝜀ᇱ
଴

𝜀଴
 

соответствуют частотам диамагнитного дрейфа частиц, обусловленного радиальным 

градиентом плотности или температуры плазмы, 𝛺ௗ = 𝜔ഥௗ𝜀଴ 𝜀⁄  – усредненная по баунс-

периоду дрейфовая частота частиц с энергией 𝜀଴, 

𝐿௕ = 𝑣𝜏௕ = 4 න 𝑢(𝑙, 𝜆)ିଵ𝑑𝑙
௟బ

଴

 

– длина пути частицы за баунс-период, 𝛽଴ – параметр, показывающий отношение 

плазменного давления к магнитному на экваторе. 

В дипольном магнитном поле величины 𝐿௕ и 𝛺ௗ слабо зависят от 𝜆: 𝐿௕~1.3 − 0.56√𝜆 и 

𝛺ௗ~0.35 + 0.15√𝜆 [Hamlin et al., 1961]. Поэтому мы предполагаем, что 𝛬 не зависит от 𝜆. 

Тогда в (2.5.2) можно изменить порядок интегрирования и получить интегральное 

уравнение 
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𝑏∥(𝑙) = 𝛬 න 𝐾(𝑙, 𝑙′)𝑏∥(𝑙′)𝑑𝑙′

ାஶ

଴

     (2.5.4) 

с ядром 

𝐾(𝑙, 𝑙′) = Θ(𝑙 − 𝑙′)
𝐵(𝑙)

𝐵଴
න

𝜆ଶ

𝑢(𝑙, 𝜆)𝑢(𝑙′, 𝜆)
𝑑𝜆

஻బ
஻(௟)

଴

+ Θ(𝑙′ − 𝑙)
𝐵(𝑙)

𝐵଴
න

𝜆ଶ

𝑢(𝑙, 𝜆)𝑢(𝑙′, 𝜆)
𝑑𝜆

஻బ

஻(௟′)

଴

. 

В уравнении (2.5.4) мы расширили предел интегрирования до бесконечности (вместо 

𝑙ூ), так как 𝐾 быстро уменьшается в направлении от экватора и, следовательно, подобная 

замена не внесет существенного вклада в значение интеграла. Мы ввели Θ-функцию для 

изменения порядка интегрирования. Область определения для переменных 𝑙′ и 𝜆 

представлена на рисунке 9. 

 

Рисунок 9. Область определения переменных 𝜆 и 𝑙ᇱ 

Затем, после вычисления интегралов, уравнение (2.5.4) мы сводим к уравнению с 

симметричным ядром 𝐾෩(𝑙, 𝑙′) = 𝐾(𝑙, 𝑙′)ඥ𝐵(𝑙′) 𝐵(𝑙)⁄ : 

𝑏∥
෩ (𝑙) = 𝛬 න 𝐾෩(𝑙, 𝑙′)𝑏෨∥(𝑙′)𝑑𝑙′

ାஶ

଴

     (2.5.5) 

где 𝑏෨∥ = 𝑏∥ඥ𝐵଴ 𝐵⁄  и 

𝐾෩(𝑙, 𝑙′) =
𝐵଴

ଶ

𝐵(𝑙)𝐵(𝑙′)
቎
3

8
ቆ

2

3
+

𝐵(𝑙′)

𝐵(𝑙)
+

𝐵(𝑙)

𝐵(𝑙′)
ቇ 𝑙𝑛 อ

ඥ𝐵(𝑙) + ඥ𝐵(𝑙′)

ඥ𝐵(𝑙) − ඥ𝐵(𝑙′)
อ −

3

4
ቌඨ

𝐵(𝑙′)

𝐵(𝑙)
+ ඨ

𝐵(𝑙)

𝐵(𝑙′)
ቍ቏. 

Полученное выражение (2.5.5) является однородным интегральным уравнением 

Фредгольма 2-го рода с вещественным симметричным невырожденным положительно 
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определенным ядром. Поэтому оно имеет бесконечное множество вещественных 

собственных функций 𝑏ே, и положительных вещественных собственных значений 𝛬ே, 

причем 𝛬ଵ ≤ 𝛬ଶ ≤ ⋯ ≤ 𝛬ே ≤ ⋯ и limே→ஶ 𝛬ே = ∞. 

Как видно из выражения (2.5.4) масштаб решения 𝑏 вдоль линий поля определяется 

масштабом ядра 𝐾. Поскольку 𝐾 быстро уменьшается от экватора, мы можем 

предположить, что собственные функции 𝑏ே локализованы в окрестности экватора. 

Следовательно, в дальнейших расчетах мы будем использовать квадратичное 

приближение для магнитного поля: 

𝐵 = 𝐵଴ ቆ1 +
1

2

𝑙ଶ

𝑟଴
ଶቇ,    (2.5.7) 

где  

𝑟଴ = ቆ
1

𝐵଴

 𝜕
ଶ𝐵

𝜕𝑙ଶ
ቤ

௟ୀ଴

ቇ

ି
ଵ
ଶ

. 

 

Рисунок 10. Продольная структура первых трех собственных функций 𝑏ே 

дрейфово-компрессионной моды при компрессионном резонансе. Пунктирная линия 

показывает поведение параметра 𝛽(𝑙). 

Уравнение (2.5.5) решается численно для получения первых трех собственных функций 

𝑏ே = 𝑏෨ேඥ𝐵 𝐵଴⁄  представленных на рисунке 10. Соответствующие им собственные 

значения: 𝛬ଵ = 0,5 𝑟଴⁄ , 𝛬ଶ = 1,5 𝑟଴⁄  и 𝛬ଵ = 2,5 𝑟଴⁄ . Как видно из рисунка 10, собственные 

функции 𝑏ே сильно локализованы вблизи экватора, как и отношение плазменного 

давления к магнитному 𝛽. 
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2.6     Собственные частоты и неустойчивость плазмы 

Компрессионный резонанс возникает, когда параметр 𝛬(𝜔) в выражении (2.5.3) 

совпадает с собственными значениями 𝛬ே уравнения (2.5.5). Это становится возможным, 

когда частота волны 𝜔 совпадает с собственной частотой 𝜔ே. Таким образом, 

проинтегрировав выражение (2.5.3) мы получим дисперсионное соотношение, 

определяющее собственные частоты 𝜔ே дрейфово-компрессионной моды: 

2

3

𝐿௕

𝛽଴
𝛬ே = 𝑧 ൬1 −

𝜔ఌ
∗

𝛺ௗ
൰ − ൬

𝜔௡
∗

𝛺ௗ
+

𝜔ఌ
∗

𝛺ௗ
൰ + 𝑧 ൤(𝑧 − 𝑆) ൬1 −

𝜔ఌ
∗

𝛺ௗ
൰ −

𝜔௡
∗

𝛺ௗ
+

3

2

𝜔ఌ
∗

𝛺ௗ
൨

∙
√𝜋

Г(𝑆 + 5 2⁄ )
൥ ෍

Г(𝑚 + 1 2⁄ )

√𝜋
𝑧ௌାଵି௠ +

ௌାଵ

௠ୀ଴

𝑧ௌା
ଷ
ଶ𝑍൫√𝑧൯൩,        (2.6.1) 

где 

𝑍൫√𝑧൯ =
1

√𝜋
න

𝑒ି௧మ

𝑡 − √𝑧
𝑑𝑡

ା∞

ିஶ

 

– плазменная дисперсионная функция и 

𝑧 =
𝜔ே

𝛺ௗ
. 

Далее мы будем использовать следующие обозначения: 

𝑥 = 𝑅𝑒𝑧,     𝑦 = 𝐼𝑚𝑧. 

Отметим, что выражение (2.6.1) справедливо при 𝜔 𝛺ௗ⁄ > 0, т.е. когда азимутальная 

фазовая скорость волны 𝑉௣௛ = ඥ𝑔ଶ 𝜔 𝑘ଶ⁄  совпадает по направлению со скоростью 

магнитного дрейфа 𝑉ௗ. В противном случае, взаимодействие волна-частица отсутствует. 

Нас интересует случай неустойчивости (𝑦 > 0). Мнимая часть частоты меняет свой 

знак (𝑦 = 0) в двух случаях: когда 𝑧 = 0 и 

(𝑧 − 𝑆) ൬1 −
𝜔ఌ

∗

𝛺ௗ
൰ −

𝜔௡
∗

𝛺ௗ
+

3

2

𝜔ఌ
∗

𝛺ௗ
= 0. 

При 𝑦 = 0 выражение для функции плазменной дисперсии примет вид 

𝑍൫√𝑥൯ = 𝑒ି௫ ቌ𝑖√𝜋 − 2 න 𝑒௧మ
𝑑𝑡

√௫

଴

ቍ. 

Таким образом, в окрестностях 𝑦 = 0, где мнимая часть 𝜔ே(𝑦 ≪ 𝑥) мала, мы получаем 

из (2.6.1) приближенные выражения для частоты и инкремента неустойчивости: 

𝑥 =
𝑅𝑒𝜔ே

𝛺ௗ
=

2
3

𝐿௕

𝛽଴
Λே +

𝜔௡
∗

𝛺ௗ
+

𝜔ఌ
∗

𝛺ௗ

1 −
𝜔ఌ

∗

𝛺ௗ

,             (2.6.2) 
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𝑦 =
𝐼𝑚𝜔ே

𝛺ௗ
= 𝑒ି௫𝑥ௌା

ହ
ଶ

𝜋

Г ቀ𝑆 +
5
2

ቁ

(𝑆 − 𝑥) ൬1 −
𝜔ఌ

∗

𝛺ௗ
൰ +

𝜔௡
∗

𝛺ௗ
−

3
2

𝜔ఌ
∗

𝛺ௗ

1 −
𝜔ఌ

∗

𝛺ௗ

.         (2.6.3) 

Так как неустойчивость имеет место, когда 𝑥 > 0 и 𝑦 > 0, то из выражений (2.6.2) и 

(2.6.3) мы получаем условия неустойчивости плазмы: 

2

3

𝐿௕

𝛽଴
𝛬ே > −

𝜔௡
∗

𝛺ௗ
−

𝜔ఌ
∗

𝛺ௗ
,             (2.6.4) 

2

3

𝐿௕

𝛽଴
𝛬ே < 𝑆 −

𝜔ఌ
∗

𝛺ௗ
൬𝑆 +

5

2
൰.             (2.6.5) 

Для случая, когда нет радиальных градиентов температуры и плотности (𝜔ఌ
∗ 𝛺ௗ⁄ =

0, 𝜔௡
∗ 𝛺ௗ⁄ = 0) собственная частота будет 

𝜔ே = 𝛺ௗ

2

3

𝐿௕

𝛽଴
𝛬ே , 

а условие неустойчивости 

𝜔ே < 𝑆𝛺ௗ . 

Это означает, что неустойчивость возможна в случае, когда скорость магнитного 

дрейфа  частиц 𝑉ௗ, энергия которых соответствует максимуму инверсной функции 

𝜀௠ = 𝑆𝜀଴, будет больше азимутальной фазовой скорости волны 𝑉௣௛. В случае 

распределения Максвелла (𝑆 = 0) неустойчивости не будет. 

В общем случае, результатом выражения (2.6.1) при 𝑆 → ∞ будет 𝜔ఌ
∗ < 𝛺ௗ . Поэтому 

неустойчивость возможна в случае, когда скорость температурного диамагнитного дрейфа 

𝑉ఌ
∗ = ඥ𝑔ଶ 𝜔ఌ

∗ 𝑘ଶ⁄  будет меньше скорости магнитного дрейфа 𝑉ௗ, или имеет 

противоположное ей направление. Для распределения Максвелла (𝑆 = 0) скорость 𝑉ఌ
∗ 

должна иметь противоположное направление к 𝑉ௗ, что соответствует положительному 

радиальному градиенту температуры горячей компоненты плазмы в магнитосфере. 

Кроме того, минимальное значение 𝛽, необходимое для неустойчивости снижается 

вместе с ростом 𝑆. Например, для случая 𝜔ఌ
∗ 𝛺ௗ⁄ = −1 и основной гармоники (𝑁 = 1) 

неустойчивость будет возможна при 𝛽଴ > 1,2 для 𝑆 = 0, 𝛽଴ > 0,7 для 𝑆 = 1 и 𝛽଴ > 0,5 для 

𝑆 = 2. Для этого примера мы использовали параболическое приближение для магнитного 

поля (2.5.7), в котором 𝐿௕ = 2𝜋√2𝑟଴ и Λଵ = 0,5 𝑟଴⁄ . 

Для смоделированного инверсного распределения, представленного на рисунке 7.б, где 

𝛽 = 0,1 и 𝑆 = 1, неустойчивость возможна при значении 𝜔ఌ
∗ Ωௗ⁄ < −8,3. Так как 𝛽 = 0,1, 

магнитное поле можно считать дипольным. Исходя из этого, мы можем оценить значение 

радиального градиента температуры как 𝑇 ′ 𝑇⁄ ≈ −0,5(𝜔ఌ
∗ Ωௗ⁄ )𝑅ா

ିଵ, где 𝑅ா - радиус Земли. 

Поэтому, для возникновения неустойчивости в рассматриваемом нами случае необходимы 



52 
 

очень большие значения радиального градиента температуры 𝑇 ′ 𝑇⁄ > 4𝑅ா
ିଵ, что вряд ли 

возможно в реальной магнитосфере. 

Выражение для частоты дрейфово-компрессионной волны можно представить в виде: 

𝜔 =
𝑚

𝐿

2
3

𝐿௕

𝛽଴
Λே𝑉ௗ + 𝑉௡

∗ + 𝑉∗

1 −
𝑉∗

𝑉ௗ

,            (2.6.6) 

где 𝐿 - номер магнитной оболочки, 𝑚 - азимутальное волновое число, 𝑉௡
∗ и 𝑉∗ - скорости 

диамагнитного дрейфа, обусловленного градиентами концентрации и температуры, 

соответственно. Из выражения (2.6.6.) видно, что собственная частота дрейфово-

компрессионной моды 𝜔 пропорциональна азимутальному волновому числу 𝑚. Это 

является характерной особенностью, не свойственной альфвеновским модам. Понижение 

частоты с одновременным уменьшением азимутального волнового числа наблюдается 

экспериментально [Chelpanov et al., 2016]. 

Чтобы лучше понять, как будут влиять на развитие неустойчивости различные 

значения радиальных градиентов температуры и плотности и форма пучков частиц 

(различные значения параметра 𝑆), мы провели ряд численных вычислений. Так реальная 

и мнимая части собственной частоты 𝜔ே, полученные в результате численного решения 

дисперсионного соотношения (2.6.1) представлены на рисунках 11 – 13. Как видно, 

инкремент неустойчивости растет вместе с ростом 𝑆 (чем больше 𝑆, тем уже и выше горб 

на графике для инверсного распределения). Наибольших значений инкремент достигает, 

когда на фоне инверсного распределения, значения 𝜔ఌ
∗ и 𝜔௡

∗  направлены в 

противоположные стороны. Стоит обратить внимание, что отрицательным значениям 𝜔ఌ
∗ и 

𝜔௡
∗  соответствуют положительные радиальные градиенты температуры и плотности 

соответственно, и наоборот, положительные значения соответствуют отрицательным 

градиентам. 
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Рисунок 11. На рисунке представлена зависимость реальной и мнимой частей 

собственной частоты 𝜔ே от параметра 2𝐿௕𝛬ே 3𝛽଴⁄  и показана красными градиентными 

линиями с шагом 1 (синий цвет означает отрицательные значения этого параметра). 

Посчитаны результаты для значений 𝜔௡
∗ 𝛺ௗ⁄ = 0 и 𝜔ఌ

∗ 𝛺ௗ⁄ = 0 и различных 𝑆. Здесь 

𝑥 = 𝑅𝑒(𝜔ே 𝛺ௗ⁄ ) и 𝑦 = 𝐼𝑚(𝜔ே 𝛺ௗ⁄ ). 

 

Рисунок 12. То же, что и на рисунке 11, но для значений 𝜔௡
∗ 𝛺ௗ⁄ = −1 и 𝜔ఌ

∗ 𝛺ௗ⁄ =

−1. 
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Рисунок 13. То же, что и на рисунке 11, но для значений 𝜔௡
∗ 𝛺ௗ⁄ = 1 и 𝜔ఌ

∗ 𝛺ௗ⁄ = −1. 

2.7     Заключение к главе 2 

Исходя из полученных в главе 2 результатов, дрейфово-компрессионные моды должны 

быть узко локализованы вдоль силовых линий магнитного поля Земли вблизи экватора. 

Так как это соответствует наблюдениям компрессионных буревых пульсаций в диапазоне 

Pc5 [Higuchi and Kokubun, 1988], мы можем интерпретировать эти волны как дрейфово-

компрессионные. Если возникает небольшое возмущение в магнитосферной плазме, то 

неустойчивости, связанные с инверсным распределением и пространственным градиентом 

плотности горячих частиц, могут усилить его до волн с наблюдаемыми амплитудами. В 

качестве иллюстрации можно рассмотреть случай [Melikyan et al., 2013], где наблюдались 

компрессионные Pc5 пульсации в плазме с немонотонным распределением частиц по 

энергии и резкой пространственной неоднородностью. При этом начальное возмущение 

может быть обусловлено инжекцией частиц как предлагалось в [Saka et al., 1996, 1997] для 

Pi2, другого класса УНЧ пульсаций с сильной компрессионной компонентой. 

Наблюдаемые колебания давления плазмы и магнитного поля в противофазе не 

противоречат данной нами интерпретации [Pokhotelov et al., 2000]: 

𝛿𝑃 +
𝐵𝑏∥

4𝜋
=

𝑘∥
ଶ

𝑘ୄ
ଶ ቈ

𝜔ଶ

𝑘∥
ଶ𝑣஺

ଶ − 1 −
𝛽ୄ − 𝛽∥

2
቉

𝐵𝑏∥

4𝜋
. 

При больших азимутальных числах 𝑘∥ ≪ 𝑘ୄ мы получаем диамагнитное условие: 

𝛿𝑃 +
𝐵𝑏∥

4𝜋
≅ 0. 
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Поэтому диамагнитное условие не специфическая особенность определенного вида 

колебаний, а общее свойство всех УНЧ мод с большими значениями азимутального 

волнового числа в плазме конечного давления. Таким образом, этому свойству должны 

соответствовать и дрейфово-компрессионные моды, в соответствии с наблюдаемыми 

буревыми пульсациями в диапазоне Pc5. 

 Как показано в работе [Higuchi and Kokubun, 1988], во многих случаях эти пульсации 

имели также большую азимутальную (тороидальную) составляющую поперечного 

магнитного поля, что позволяет идентифицировать их как резонансные дрейфово-

компрессионные моды, рассмотренные нами. В тех случаях, когда наблюдаемые волны 

имеют большую радиальную (полоидальную) составляющую, требуется более сложная 

теория, которая подразумевает связь между дрейфово-компрессионной и альфвеновской 

модами [Klimushkin and Mager, 2011; Klimushkin et al., 2012]. 

Концентрация энергии волны вблизи экватора, антифазные вариации давления плазмы 

и магнитного поля, а также большая азимутальная поперечная составляющая магнитного 

поля являются признаками медленных резонансных мод в МГД [Klimushkin, 1997; 

Leonovich et al., 2006]. Тем не менее, применимость МГД подхода к волновым явлениям, с 

частотами много ниже типичных альфвеновских, сомнительна, поскольку эти частоты 

могут быть сопоставимы или даже ниже баунс-частоты отражаемых в магнитной ловушке 

частиц, а баунс-эффекты выходят за рамки МГД и должны рассматриваться в кинетике 

[Le Contel et al., 2000]. 

В кинетическом подходе дрейфово-компрессионные моды при инверсной функции 

распределения ранее рассматривались [Pokhotelov et al., 2005]. Однако они рассматривали 

плазму с прямыми или круговыми линиями поля, когда магнитное поле не имеет 

зеркальных точек. В этом случае резонансный знаменатель имеет вид 𝜔 − 𝜔ௗ − 𝑘∥𝑣∥. В 

частности, эти авторы использовали предел 𝑘∥𝑣∥ ≫ 𝜔, 𝜔ௗ, который обычно 

подразумевается в теории зеркальной неустойчивости. Затем знаменатель, описывающий 

резонанс волна-частица, сводится к форме 𝑘∥𝑣∥, что делает физику этих волн совершенно 

иной от тех, что рассматривались нами в этой главе, где резонансный знаменатель 

сводится к дрейфово-резонансной форме 𝜔 − 𝜔ௗതതതത. 

В принятой нами модели показано, что если частицы имеют распределение Максвелла 

по скоростям, то неустойчивость возникает только при наличии градиентов концентрации 

или температуры поперек магнитных оболочек. При этом азимутальная фазовая скорость 

волны должна совпадать по направлению со скоростью магнитного дрейфа протонов. 

Максимальные значения инкремент принимает при одновременном положительном 

радиальном градиенте температуры и отрицательном радиальном градиенте концентрации 
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горячей компоненты плазмы, что означает увеличение температуры и падение 

концентрации частиц с удалением от Земли. 

В случае инверсного распределения неустойчивость возможна в случае, когда скорость 

магнитного дрейфа частиц, энергия которых соответствует максимуму инверсной 

функции, будет больше азимутальной фазовой скорости волны, даже в отсутствие 

градиентов температуры и концентрации. Кроме того, порог неустойчивости снижается 

вместе с ростом 𝑆, т. е. чем ярче выражен пучок частиц на фоне общего распределения, 

тем выше вероятность возникновения неустойчивости. Наибольших значений инкремент 

достигает, когда на фоне инверсного распределения, градиенты температуры и плотности 

направлены в противоположные стороны. 

Собственная частота дрейфово-компрессионных мод, распространяющихся в сторону 

дрейфа протонов, пропорциональна азимутальному волновому числу. 
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Глава 3 

Дрейфово-компрессионные волны, 

распространяющиеся в направлении дрейфа 

энергичных электронов в магнитосфере 

В предыдущей главе было показано, что дрейфово-компрессионные моды, 

распространяющиеся в направлении дрейфа высокоэнергичных протонов, могут 

резонансно взаимодействовать с ними. В этом случае рост температуры и падение 

концентрации частиц с удалением от Земли приводит к неустойчивости и 

самопроизвольной раскачке волн, направление фазовой скорости которых совпадает с 

направлением дрейфа протонов. При этом порог неустойчивости снижается, если функция 

распределения протонов имеет инверсный характер. 

Однако, как показано в работах [James et al., 2013; Chelpanov et al., 2016; Hori et al., 

2018], иногда наблюдаются волны, распространяющиеся в направлении дрейфа 

электронов. Поэтому, в данной главе мы рассмотрели ситуацию, когда волна 

распространяется в одном направлении с дрейфом электронов. При этом мы полагали, что 

в плазме присутствуют как горячие протоны, так и электроны, причем последние имеют 

инверсное распределение. Как и в предыдущей главе, мы учитывали неоднородность 

плазмы поперек силовых линий геомагнитного поля. 

3.1     Модель среды и основные уравнения 

Как и в предыдущей главе, мы будем использовать аксиально-симметричную модель 

магнитосферы, которая учитывает кривизну силовых линий и неоднородность фоновой 

плазмы поперек магнитных оболочек и вдоль силовых линий. Напомним, что для этого 
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мы вводим ортогональную систему координат {𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ}, в которой координата 𝑥ଵ 

совпадает с магнитными оболочками, координата 𝑥ଶ отмечает силовую линию на 

магнитной поверхности (азимутальная координата), а координата 𝑥ଷ – точку силовой 

линии, 𝑔ଵ,  𝑔ଶ, 𝑔ଷ – соответствующие координаты метрического тензора, 𝑑𝑙 = ඥ𝑔ଷ𝑑𝑥ଷ - 

элемент длины вдоль силовой линии. 

Рассмотрим плазму с примесью горячих протонов и электронов. Так как вклад 

холодных частиц в общее давление плазмы невелик, будем учитывать вклад только 

горячих частиц. При этом будем полагать, что протоны имеют распределение Максвелла 

по энергиям: 

         𝐹௣ =
𝑛௣

ቀ2𝜋𝜀଴೛
ቁ

ଷ
ଶ

exp ቆ−
𝜀

𝜀଴೛

ቇ, 
(3.1.1) 

а горячие электроны имеют инверсное распределение и моделируются следующей 

функцией: 

         𝐹௘ =
𝑛௘

4√2𝜋Г(𝑆 + 3 2⁄ )൫𝜀଴೐
൯

ௌା
ଷ
ଶ

ቆ
𝜀

𝜀଴೐

ቇ

ௌ

exp ቆ−
𝜀

𝜀଴೐

ቇ. (3.1.2) 

Здесь 𝑛௣ и 𝑛௘ – концентрации протонов и электронов, соответственно, 𝜀 = 𝑣ଶ 2⁄  – 

нормированная на массу энергия частиц, 𝑣 – скорость частиц, 𝑆 – положительное целое 

число,  Г(… ) – гамма-функция, 𝜀଴೛
 и 𝜀଴೐

 – параметры пропорциональные квадрату 

тепловой скорости частиц. Здесь и далее индексы 𝑝 и 𝑒 обозначают принадлежность 

переменной к протонам или электронам соответственно. 

Отметим, что при 𝑆 = 0 функция распределения электронов (3.1.2) становится 

распределением Максвелла. При 𝑆 > 0 средняя энергия частиц выражается как 𝜀௘̅ =

(𝑆 + 3 2⁄ )𝜀଴೐
, а энергия в максимуме 𝜀௘೘ೌೣ

= 𝑆𝜀଴೐
. 

Так как частоты рассматриваемых колебаний  значительно меньше гирочастоты частиц 

окружающей плазмы, то, как и в предыдущей главе, мы будем рассматривать колебания 

плазмы в рамках гирокинетики в ВКБ приближении [Chen and Hasegawa, 1991]. 

Возмущенные параметры будут зависеть от времени и координат как 𝑒𝑥𝑝[−𝑖𝜔𝑡 +

𝑖 ∫ 𝑘ଵ(𝑥ଵ) 𝑑𝑥ଵ + 𝑖𝑘ଶ𝑥ଶ], где 𝜔 – частота волны, 𝑘ଵ и 𝑘ଶ – радиальная и азимутальная 

компоненты волнового вектора, соответственно. 

Для случая, когда частота волны много меньше баунс-частоты частиц, из уравнений 

гирокинетики [Chen and Hasegawa, 1991], можно получить уравнение, описывающее 

дрейфово-компрессионную моду. Однако, в отличие от предыдущей главы, где 

рассматривалась волна, направление распространения которой совпадало с направлением 
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движения протонов (𝑘ଶ < 0), т. е. на запад, в настоящей главе, мы рассмотрим случай 

распространения волны в направлении дрейфа электронов (𝑘ଶ > 0), т. е. на восток. Таким 

образом, мы рассмотрим резонанс волна-частица с электронами. При этом в отличие от 

работ [Crabtree et al., 2003; Klimushkin and Mager, 2011; Mager et al., 2013], резонанса 

волна частица с протонами не будет. Такой резонанс появится для электронов, т. е. в 

уравнении для дрейфово-компрессионной моды знак в резонансном знаменателе члена, 

описывающего вклад горячих протонов, станет положительным, а знак в резонансном 

знаменателе члена, описывающего вклад горячих электронов напротив, станет 

отрицательным: 

         𝑏∥(𝑙) = 4𝜋𝑚௣ 〈
𝑄෠௣𝐹௣

𝜔 + 𝜔ௗ೛
തതതതത

𝜇 ቀ𝜇𝑏∥(𝑙)ቁ
തതതതതതതതതതത

〉 + 4𝜋𝑚௘ 〈
𝑄෠௘𝐹௘

𝜔 − 𝜔ௗ೐
തതതതത

𝜇൫𝜇𝑏(𝑙)൯തതതതതതതതതത〉. (3.1.3) 

Здесь  𝑏∥ – продольная  компонента магнитного поля волны, |𝑙| – расстояние вдоль 

силовой линии от магнитного экватора до заданной точки, 

〈… 〉 = 4𝜋 න(… )
𝐵

ห𝑣∥ห
𝑑𝜇𝑑𝜀 

– интеграл по пространству скоростей, 

(… )തതതതത =
2

𝜏௕
න (… )ห𝑣∥ห

ିଵ
𝑑𝑙

௟బ

ି௟బ

 

– среднее по баунс-периоду 𝜏௕, 

𝜏௕ = 2 න ห𝑣∥ห
ିଵ

𝑑𝑙
௟బ

ି௟బ

 

где ±𝑙଴ – точки отражения на ионосфере для частиц с энергией 𝜀 и магнитным моментом 

𝜇 = 𝑣ୄ
ଶ (2𝐵)⁄ , 𝑚௣ и 𝑚௘ – массы протона и электрона, соответственно,  

𝜔ௗ೛,೐
= |𝑘ሬ⃗ ୄ ∙ 𝑉ሬ⃗ ௗ೛,೐

| = อ
𝑘ଶ

𝜔௖೛,೐ඥ𝑔ଶ

ቆ
1

ඥ𝑔ଵ

𝐵ᇱ

2𝐵
𝑣ୄ

ଶ −
𝑣∥

ଶ

𝑅
ቇอ 

– дрейфовая частота, 𝑣∥ и 𝑣ୄ – продольная  и поперечная скорости частиц, 𝑉ሬ⃗ ௗ – скорость 

магнитного дрейфа частиц, 𝜔௖೛,೐
= 𝑒𝐵 𝑚௣,௘𝑐⁄  – Ларморовская частота, 𝑅 – радиус 

кривизны магнитного поля, 𝑐 – скорость света. Оператор 𝑄෠  определяется как: 

𝑄෠௣,௘ = 𝜔
𝜕

𝜕𝜀
±

𝑘ଶ

𝜔௖೛,೐ඥ𝑔ଶ

1

ඥ𝑔ଵ

𝜕

𝜕𝑥ଵ
, 

где знак «+» соответствует протонам, а «-» – электронам. 

Сделав замену переменных, подобную замене в главе 2, 𝜀, 𝜇 → 𝜉, 𝜆, где 𝜆 = 𝑠𝑖𝑛ଶ𝛼 =

𝜇𝐵଴ 𝜀⁄ , 𝛼 – питч-угол, 𝐵଴ – магнитное поле на экваторе, 𝜉 = ඥ𝜀 𝜀଴⁄ , уравнение (3.1.3) 

можно записать в виде: 
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𝑏∥(𝑙) = න 𝑑𝜆

஻బ
஻(௟)

଴

න 𝑑𝑙ᇱ

௟బ(ఒ)

଴

𝐵(𝑙)

𝐵଴

𝜆ଶ𝛬(𝜔, 𝜆)

𝑢(𝑙, 𝜆)𝑢(𝑙ᇱ, 𝜆)
𝑏(𝑙ᇱ), (3.1.4) 

где 

𝑢(𝑙, 𝜆) = ඥ1 − λ𝐵(𝑙) 𝐵଴⁄ , 

𝛬(𝜔, 𝜆) =
𝛽଴೛

𝐿௕೛

𝐼௣(𝜔, 𝜆) +
3

2

𝛽଴೐

𝐿௕೐

√𝜋

Г(𝑆 + 5 2⁄ )
𝐼௘(𝜔, 𝜆), 

 

(3.1.5) 

𝐼௣(𝜔, 𝜆) =
1

√𝜋
න 𝑑𝜉௣

ଶ

ାஶ

଴

𝜉௣
ହ𝑒ିక೛

మ

𝜉௣
ଶ + 𝜔 𝛺ௗ೛

⁄
ቈ
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

−
𝜔

𝛺ௗ೛

− ൬
3

2
− 𝜉௣

ଶ൰
𝜔ఌ೛

∗

𝛺ௗ೛

቉, 
 

(3.1.6) 

𝐼௘(𝜔, 𝜆) =
1

√𝜋
න 𝑑𝜉௘

ାஶ

ିஶ

𝜉௘
ହାଶௌ𝑒ିక೐

మ

𝜉௘ − ට𝜔 𝛺ௗ೐
⁄

ቈ
𝜔

𝛺ௗ೐

ቆ1 −
𝑆

𝜉௘
ଶቇ −

𝜔௡೐
∗

𝛺ௗ೐

+ ൬𝑆 +
3

2
− 𝜉௘

ଶ൰
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

቉.  

(3.1.7) 

Переменные 

𝜔௡೛
∗ =

1

ඥ𝑔ଵ

𝑘ଶ𝜀଴

𝜔௖೛ඥ𝑔ଶ

𝑛ᇱ
௣

𝑛௣
;      𝜔௡೐

∗ = −
1

ඥ𝑔ଵ

𝑘ଶ𝜀଴

𝜔௖೐ඥ𝑔ଶ

𝑛ᇱ
௘

𝑛௘
 

и 

𝜔ఌ೛
∗ =

1

ඥ𝑔ଵ

𝑘ଶ𝜀଴

𝜔௖೛ඥ𝑔ଶ

𝜀ᇱ
଴೛

𝜀଴೛

;      𝜔ఌ೐
∗ = −

1

ඥ𝑔ଵ

𝑘ଶ𝜀଴

𝜔௖೐ඥ𝑔ଶ

𝜀ᇱ
଴೐

𝜀଴೐

 

соответствуют диамагнитным частотам 𝜔∗ = 𝑘ሬ⃗ ୄ ∙ 𝑉ሬ⃗ ∗, где 𝑉ሬ⃗ ∗ – скорость диамагнитного 

дрейфа частиц, обусловленного радиальным градиентом плотности или температуры 

плазмы, 𝛺ௗ = 𝜔ഥௗ𝜀଴ 𝜀⁄  – усредненная по баунс-периоду дрейфовая частота частиц с 

энергией ε଴, 

𝐿௕ = 𝑣𝜏௕ = 4 න 𝑢(𝑙, 𝜆)ିଵ𝑑𝑙
௟బ

଴

 

– длина пути частицы за баунс-период, 𝛽଴ – параметр, показывающий отношение 

плазменного и магнитного давления на экваторе. 

Как ранее отмечалось, величины 𝐿௕ и 𝛺ௗ слабо зависят от значения 𝜆 в дипольном 

магнитном поле (𝐿௕~1.3 − 0.56√𝜆 и 𝛺ௗ~0.35 + 0.15√𝜆) [Hamlit et al., 1961], поэтому мы 

предполагаем, что значение 𝛬 не зависит от переменной 𝜆, и соответственно 𝛬 можно 

вынести из-под знаков интеграла в уравнении (3.1.4). Затем, по аналогии с решением во 

второй главе, мы получили однородное интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода с 

симметричным ядром. Численное решение этого уравнения дает наборы собственных 

функций 𝑏ே и собственных значений 𝛬ே, которые определяют продольную структуру и 

собственные частоты дрейфово-компрессионных мод. Как было показано в предыдущей 

главе, дрейфово-компрессионные моды локализованы вблизи геомагнитного экватора, что 
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соответствует экспериментальным данным спутниковых исследований компрессионных 

пульсаций Pc5 [Higuchi and Kokubun, 1988]. 

3.2     Собственные частоты и условия неустойчивости 

Собственные частоты определяются из дисперсионного соотношения 𝛬(𝜔) = 𝛬ே, т.е.:  

𝛬ே =
𝛽଴೛

𝐿௕೛

𝐼௣(𝜔) +
3

2

𝛽଴೐

𝐿௕೐

√𝜋

Г(𝑆 + 5 2⁄ )
𝐼௘(𝜔). 

После взятия интегралов: 

𝛬ே =
𝛽௣

𝐿௕೛

𝑓௣(𝜔) +
3

2

𝛽௘

𝐿௕೐

𝑓௘(𝜔)   (3.2.1) 

где  

𝑓௘(𝜔) =
𝜔

𝛺ௗ೐

ቆ1 −
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ − ቆ
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ +
𝜔

𝛺ௗ೐

ቈቆ
𝜔

𝛺ௗ೐

− 𝑆ቇ ቆ1 −
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ −
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

+
3

2

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

቉

∙
√𝜋

Г(𝑆 + 5 2⁄ )
቎ ෍

Г(𝑚 + 1 2⁄ )

√𝜋
ቆ

𝜔

𝛺ௗ೐

ቇ

ௌାଵି௠

+

ௌାଵ

௠ୀ଴

ቆ
𝜔

𝛺ௗ೐

ቇ

ௌା
ଷ
ଶ

𝑍 ቌඨ
𝜔

𝛺ௗ೐

ቍ቏, 

(3.2.2) 

𝑍 ቌඨ
𝜔

𝛺ௗ೐

ቍ =
1

√𝜋
න

𝑒ି௧మ

𝑡 − ඥ𝜔 𝛺ௗ೐
⁄

𝑑𝑡

ା∞

ିஶ

 

– плазменно-дисперсионная функция, 

𝑓௣(𝜔) =
15

8

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

+ ቆ
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

−
3

2

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

−
𝜔

𝛺ௗ೛

−
𝜔ఌ೛

∗

𝛺ௗ೛

𝜔

𝛺ௗ೛

ቇ

∙ ൮
3

4
−

1

2

𝜔

𝛺ௗ೛

+ ቆ
𝜔

𝛺ௗ೛

ቇ

ଶ

− ቆ
𝜔

𝛺ௗ೛

ቇ

ଷ

𝑍ା ቌඨ
𝜔

𝛺ௗ೛

ቍ൲, 

(3.2.3) 

𝑍ା ቌඨ
𝜔

𝛺ௗ೛

ቍ =
2

√𝜋
න

𝑒ି௧మ

𝑡ଶ + 𝜔 𝛺ௗ೛
⁄

𝑑𝑡

ା∞

଴

= √𝜋ඨ
𝛺ௗ೛

𝜔
𝑒

ఠ
ఆ೏೛ 𝐸𝑟𝑓𝑐 ቌඨ

𝜔

𝛺ௗ೛

ቍ, 

где  

𝐸𝑟𝑓𝑐 ቌඨ
𝜔

𝛺ௗ೛

ቍ =
2

√𝜋
න 𝑒ି௧మ

𝑑𝑡

ାஶ

ටఠ ఆ೏೛
⁄

 

– дополнительная функция ошибок. 

Представим частоту волны в виде 𝜔 = 𝜔଴ + 𝑖𝛾, при этом считая, что действительная 

часть много больше мнимой 𝜔଴ ≫ 𝛾. 
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Введем параметр 𝑎 = 𝛺ௗ೐

𝛺ௗ೛
ൗ , который отражает отношение энергии электронов к 

энергии протонов (𝑎 = 𝑚௘𝜀଴೐
𝑚௣𝜀଴೛

⁄ ). Для упрощения будем считать концентрации 

горячих протонов и горячих электронов, которые вносят вклад в давление плазмы, 

равными. Тогда параметр 𝑎 можно представить в виде: 

𝑎 =
3

2

𝛽௘

𝛽௣

1

(𝑆 + 3 2⁄ )
. 

После замены переменных в выражении (3.2.1), получим дисперсионное соотношение в 

виде: 

𝐿௕೛

𝛽௣
𝛬ே = 𝑓௣ ቆ𝑎

𝜔

𝛺ௗ೐

ቇ +
3

2

𝛽௘

𝛽௣
𝑓௘ ቆ

𝜔

𝛺ௗ೐

ቇ. (3.2.4) 

В случае, приближенному к условиям кольцевого тока, можно полагать, что энергия 

протонов много больше энергии электронов, т. е. 𝑎 ≪ 1 и, соответственно, 𝛽௘ 𝛽௣⁄ ≪ 1. 

Тогда справедливо разложение функции 𝑓௣൫𝑎 𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ൯ в выражении (3.2.4) по малому 

параметру 𝑎. Пренебрегая всеми членами, где степень 𝑎 больше 1, получим: 

𝑓௣ ቆ𝑎
𝜔

𝛺ௗ೐

ቇ =
3

4
ቆ

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

+
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

ቇ −
1

2
𝑎

𝜔

𝛺ௗ೐

ቆ
3

2
+

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

ቇ. (3.2.5) 

Как видно из выражений (3.2.1), (3.2.2) и (3.2.3) в общем случае аналитическое решение 

будет иметь громоздкий и малоинформативный вид. Поэтому аналитически мы 

рассмотрим только два предельных случая: когда собственная частота много меньше 

дрейфовой частоты электронов (𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ≪ 1) и когда много больше (𝜔 𝛺ௗ೐

⁄ ≫ 1). Для 

этого выполним разложение функции 𝑓௘൫𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ൯ по малому параметру для каждого 

случая. А общий случай изучим с помощью численных методов. 

3.3     Собственная частота много меньше дрейфовой частоты электронов 𝝎 𝜴𝒅𝒆
⁄ ≪ 𝟏 

Если в выражении 𝑓௘൫𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ൯ плазменно-дисперсионную функцию 𝑍൫ඥ𝜔 𝛺ௗ೐

⁄ ൯ 

разложить по малому параметру 𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ≪ 1, а затем пренебречь членами, где степень 

переменной 𝜔 𝛺ௗ೐
⁄  будет два и более, то получится выражение: 

𝑓௘ ቆ
𝜔

𝛺ௗ೐

ቇ = − ቆ
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ +
𝜔

𝛺ௗ೐

⎝

⎛

3
2

−
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

𝑆 +
3
2 ⎠

⎞. 

В случае если собственная частота волны много меньше частоты магнитного дрейфа 

электронов, и при этом энергия протонов много больше энергии электронов, 

дисперсионное соотношение примет вид: 
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𝐿௕೛

𝛽௣
𝛬ே =

3

4
ቆ

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

+
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

ቇ −
1

2
𝑎

𝜔

𝛺ௗ೐

ቆ
3

2
+

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

ቇ −
3

2

𝛽௘

𝛽௣

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

ቆ
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ −
𝜔

𝛺ௗ೐

⎝

⎜
⎛

3
2

−
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

𝑆 +
3
2

⎠

⎟
⎞

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

. (3.3.1) 

Из (3.3.1) найдем выражение для собственной частоты: 

𝜔଴ = 𝛺ௗ೛

𝐿௕೛

𝛽௣
Λே −

3
4 ቆ

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

+
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

ቇ +
3
2

𝛽௘
𝛽௣

൬
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

൰

3
4

−
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

−
1
2

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

 (3.3.2) 

Для нахождения инкремента вычислим мнимую часть дисперсионного соотношения 

(3.2.4), выполнив разложение по малому параметру плазменно-дисперсионной функции и 

пренебрегая членами в знаменателе со степенью переменной 𝜔 𝛺ௗ೐
⁄  равной два и более. 

Получим: 

𝛾 = −𝛺ௗ೐

𝜋 ൬
𝜔଴
𝛺ௗ೐

൰
ௌାହ ଶ⁄

𝑒
ି

ఠబ
ఆ೏೐

Г(𝑆 + 3 2⁄ )

൤൬
𝜔଴
𝛺ௗ೐

− 𝑆൰ ൬1 −
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

൰ −
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

+
3
2

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

൨

3
4

−
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

−
1
2

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

. (3.3.3) 

Из выражения для собственной частоты (3.3.2) следует, что волна может существовать 

в плазме без градиентов температуры и концентрации частиц. В случае отсутствия таких 

градиентов из выражений (3.3.2) и (3.3.3) видно, что неустойчивость может существовать 

только при инверсном распределении (𝑆 ≠ 0). В этом случае 𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ − 𝑆 < 0, откуда 

видно, что фазовая скорость волны должна быть меньше средней скорости магнитного 

дрейфа частиц в пучке инверсного распределения 𝑉௣௛ < 𝑉ௗ(𝜀 = 𝜀௘೘ೌೣ
). 

Из выражения (3.3.2) получим условия существования волны в случае 𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ≪ 1: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

3

4
−

𝜔௡೐
∗

𝛺ௗ೐

−
1

2

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

> 0

𝐿௕೛

𝛽௣
Λே −

3

4
ቆ

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

+
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

ቇ +
3

2

𝛽௘

𝛽௣
ቆ

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ > 0

   (3.3.4) 

или 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

3

4
−

𝜔௡೐
∗

𝛺ௗ೐

−
1

2

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

< 0

𝐿௕೛

𝛽௣
Λே −

3

4
ቆ

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

+
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

ቇ +
3

2

𝛽௘

𝛽௣
ቆ

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ < 0.

  (3.3.5) 

Для системы (3.3.4) неустойчивость (𝛾 > 0) имеет место при условии 

ቆ
𝜔଴

𝛺ௗ೐

− 𝑆ቇ ቆ1 −
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ −
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

+
3

2

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

< 0, (3.3.6) 

а для (3.3.5): 
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ቆ
𝜔଴

𝛺ௗ೐

− 𝑆ቇ ቆ1 −
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ −
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

+
3

2

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

> 0. (3.3.7) 

Если рассмотреть приэкваториальное параболическое приближение для дипольного 

магнитного поля, то для первой гармоники (𝑁 = 1) можно считать Λଵ ≈ 0.5 𝐿⁄  и 𝐿௕೛,೐
=

2𝜋√2𝐿, где 𝐿 – расстояние до магнитной оболочки в экваториальной плоскости. Тогда  

𝜔௡೛
∗ =

𝑘ଶ𝜀଴೛

𝜔௖೛
𝐿

𝑛ᇱ
௣

𝑛௣
;           𝜔ఌ೛

∗ =
𝑘ଶ𝜀଴೛

𝜔௖೛
𝐿

𝜀ᇱ
଴೛

𝜀଴೛

;           𝛺ௗ೛
~

3𝑘ଶ𝜀଴೛

𝜔௖೛
𝐿ଶ

; 

𝜔௡೐
∗ = −

𝑘ଶ𝜀଴೐

𝜔௖೐
𝐿

𝑛ᇱ
௘

𝑛௘
;           𝜔ఌ೐

∗ = −
𝑘ଶ𝜀଴೐

𝜔௖೐
𝐿

𝜀ᇱ
଴೐

𝜀଴೐

;           𝛺ௗ೐
~

3𝑘ଶ𝜀଴೐

𝜔௖೐
𝐿ଶ

. 

(3.3.8) 

Условия существования волны (выражения (3.3.4) и (3.3.5)) для первой гармоники и в 

параболическом приближении для магнитного поля можно записать как 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

9

2𝐿
+ 2

𝑛′
௘

𝑛௘
−

𝑛′
௣

𝑛௣
> 0

4

𝐿

𝜋√2

𝛽௣
− ൭

𝜀 ′
଴೛

𝜀଴೛

+
𝑛′

௣

𝑛௣
൱ − 2

𝛽௘

𝛽௣
ቆ

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

+
𝑛′

௘

𝑛௘
ቇ > 0

  (3.3.9) 

и 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

9

2𝐿
+ 2

𝑛′
௘

𝑛௘
−

𝑛′
௣

𝑛௣
< 0

4

𝐿

𝜋√2

𝛽௣
− ൭

𝜀 ′
଴೛

𝜀଴೛

+
𝑛′

௣

𝑛௣
൱ − 2

𝛽௘

𝛽௣
ቆ

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

+
𝑛′

௘

𝑛௘
ቇ < 0.

  (3.3.10) 

Соответствующие им условия возникновения неустойчивости (выражения (3.3.6) и 

(3.3.7)) в этом приближении для системы (3.3.9) будет 

ቆ
𝜔଴

𝛺ௗ೐

− 𝑆ቇ ቆ
3

𝐿
+

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

ቇ +
𝑛′

௘

𝑛௘
−

3

2

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

< 0, (3.3.11) 

а для (3.3.10): 

ቆ
𝜔଴

𝛺ௗ೐

− 𝑆ቇ ቆ
3

𝐿
+

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

ቇ +
𝑛′

௘

𝑛௘
−

3

2

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

> 0. (3.3.12) 

Таким образом, волны с частотами много меньшими частот магнитного дрейфа 

электронов при выполнении условий (3.3.9) или (3.3.10) могут распространяться в 

направлении дрейфа электронов. Это возможно даже в отсутствие градиентов 

температуры или концентрации плазмы, т. е. только за счет неоднородности магнитного 

поля. Раскачка этих волн возможна, когда градиенты температуры и концентрации 

электронов соответствуют условиям (3.3.11) для случая (3.3.9) и (3.3.12) для (3.3.10), 

соответственно. 

При распределении Максвелла неустойчивость возможна только за счет градиентов 

температуры и концентрации электронов (𝑆 = 0, 𝑛′
௘ 𝑛௘⁄ ≠ 0,  𝜀 ′

଴೐
𝜀଴೐

ൗ ≠ 0). В отсутствие 
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таких градиентов причиной раскачки волн может стать инверсность распределения 

электронов (𝑆 ≠ 0, 𝑛′
௘ 𝑛௘⁄ = 0,  𝜀 ′

଴೐
𝜀଴೐

ൗ = 0, 𝑛′
௣ 𝑛௣ൗ = 0,  𝜀 ′

଴೛
𝜀଴೛

ൗ = 0). Наибольшие 

значения инкремента возникают при разнонаправленных радиальных градиентах 

температуры и концентрации электронов. 

3.4     Собственная частота много больше дрейфовой частоты электронов 𝝎 𝛀𝒅𝒆
⁄ ≫ 𝟏 

Если в выражении 𝑓௘൫𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ൯ плазменно-дисперсионную функцию 𝑍൫ඥ𝜔 𝛺ௗ೐

⁄ ൯ 

разложить по малому параметру 𝛺ௗ೐
𝜔⁄ ≪ 1, а затем пренебречь всеми членами, где 

степень переменной 𝛺ௗ೐
𝜔⁄  будет два и более, то получится выражение: 

𝑓௘ ቆ
𝜔

𝛺ௗ೐

ቇ =
𝜔

𝛺ௗ೐

ቆ1 −
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ − ቆ
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ. 

В случае, когда собственные частоты волны много больше дрейфовых частот  

электронов, и при этом энергия протонов много больше энергии электронов, 

дисперсионное соотношение примет вид: 

𝐿௕೛

𝛽௣
𝛬ே =

3

4
ቆ

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

+
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

ቇ −
1

2
𝑎

𝜔

𝛺ௗ೐

ቆ
3

2
+

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

ቇ +
3

2

𝛽௘

𝛽௣
ቈ

𝜔

𝛺ௗ೐

ቆ1 −
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ − ቆ
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ቉. (3.4.1) 

Из (3.4.1) найдем выражение для собственной частоты: 

𝜔଴ = 𝛺ௗ೛

𝐿௕೛

𝛽௣
Λே −

3
4 ቆ

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

+
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

ቇ +
3
2

𝛽௘
𝛽௣

൬
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

൰

𝑆 +
3
4

−
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቀ𝑆 +
3
2

ቁ −
1
2

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

 (3.4.2) 

Для нахождения инкремента снова применим разложение по малому параметру и 

пренебрежем членами в знаменателе, где степень переменной 𝛺ௗ೐
𝜔⁄  будет два и более. 

𝛾 = −𝛺ௗ೐

𝜋 ൬
𝜔଴

𝛺ௗ೐

൰
ௌାହ ଶ⁄

𝑒
ି

ఠబ
ఆ೏೐

Г(𝑆 + 3 2⁄ )

൤൬
𝜔଴

𝛺ௗ೐

− 𝑆൰ ൬1 −
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

൰ −
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

+
3
2

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

൨

𝑆 +
3
4

−
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቀ𝑆 +
3
2

ቁ −
1
2

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

          (3.4.3) 

Из выражения (3.4.2) видно, что волна, как и в предыдущем случае (𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ≪ 1), может 

существовать в отсутствие градиентов. Для этого должны быть выполнены условия: 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑆 +

3

4
−

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

൬𝑆 +
3

2
൰ −

1

2

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

> 0

𝐿௕೛

𝛽௣
Λே −

3

4
ቆ

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

+
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

ቇ +
3

2

𝛽௘

𝛽௣
ቆ

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ > 0

  (3.4.4) 

или 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑆 +

3

4
−

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

൬𝑆 +
3

2
൰ −

1

2

𝜔௡೛
∗

𝛺ௗ೛

< 0

𝐿௕೛

𝛽௣
Λே −

3

4
ቆ

𝜔ఌ೛
∗

𝛺ௗ೛

+
𝜔௡೛

∗

𝛺ௗ೛

ቇ +
3

2

𝛽௘

𝛽௣
ቆ

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

+
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ < 0

  (3.4.5) 

Условие неустойчивости вычисляется из (3.4.3). Для случая (3.4.4) будет выглядеть: 

ቆ
𝜔଴

𝛺ௗ೐

− 𝑆ቇ ቆ1 −
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ −
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

+
3

2

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

< 0, (3.4.6) 

а для случая (3.4.5), соответственно: 

ቆ
𝜔଴

𝛺ௗ೐

− 𝑆ቇ ቆ1 −
𝜔ఌ೐

∗

𝛺ௗ೐

ቇ −
𝜔௡೐

∗

𝛺ௗ೐

+
3

2

𝜔ఌ೐
∗

𝛺ௗ೐

> 0. (3.4.7) 

В параболическом приближении магнитного поля, для первой гармоники (𝑁 = 1) 

условия существования волны будут следующие: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

3

𝐿
൬𝑆 +

3

4
൰ +

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

൬𝑆 +
3

2
൰ −

1

2

𝑛′
௣

𝑛௣
> 0

4

𝐿

𝜋√2

𝛽௣
− ൭

𝜀 ′
଴೛

𝜀଴೛

+
𝑛′

௣

𝑛௣
൱ − 2

𝛽௘

𝛽௣
ቆ

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

+
𝑛′

௘

𝑛௘
ቇ > 0

  (3.4.8) 

или  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

3

𝐿
൬𝑆 +

3

4
൰ +

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

൬𝑆 +
3

2
൰ −

1

2

𝑛′
௣

𝑛௣
< 0

4

𝐿

𝜋√2

𝛽௣
− ൭

𝜀 ′
଴೛

𝜀଴೛

+
𝑛′

௣

𝑛௣
൱ − 2

𝛽௘

𝛽௣
ቆ

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

+
𝑛′

௘

𝑛௘
ቇ < 0.

  (3.4.9) 

Условия неустойчивости для случая (3.4.8) будет 

ቆ
𝜔଴

𝛺ௗ೐

− 𝑆ቇ ቆ
3

𝐿
+

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

ቇ +
𝑛′

௘

𝑛௘
−

3

2

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

< 0, (3.4.10) 

а для (3.4.9), соответственно 

ቆ
𝜔଴

𝛺ௗ೐

− 𝑆ቇ ቆ
3

𝐿
+

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

ቇ +
𝑛′

௘

𝑛௘
−

3

2

𝜀 ′
଴೐

𝜀଴೐

> 0. (3.4.11) 

Существование дрейфово-компрессионных волн со значениями собственных частот 

много большими частот магнитного дрейфа электронов (𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ≫ 1) возможно в случаях, 

когда выполняются условия (3.4.8) или (3.4.9). Как и в предыдущем случае (𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ≪ 1), 

волна может существовать в отсутствие градиентов температуры и концентрации. 

Неустойчивость будет иметь место, когда градиенты температуры и концентрации 

электронов соответствуют условиям (3.4.10) для случая (3.4.8) и (3.4.11) для (3.4.9), 

соответственно. 
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3.5     Результаты численных расчетов 

Как уже говорилось выше, полученное в общем виде дисперсионное соотношение 

(3.2.4) оказалось весьма трудным для аналитического исследования. Поэтому мы 

выполнили ряд численных расчетов. На основе вычислений мы построили точные 

решения дисперсионного соотношения (3.2.4), представленного в виде 

𝑓(𝜔ே) ≡ 𝑓௣(𝑎𝜔ே) +
3

2

𝛽௘

𝛽௣
𝑓௘(𝜔ே) =

𝐿௕೛

𝛽௣
𝛬ே , (3.5.1) 

при различных параметрах градиентов плазмы и ее инверсности (рисунок 14, рисунок 15). 

При этом мы предположили, что соотношение давлений электронов и протонов будет 

𝛽௘ 𝛽௣⁄ = 0,1, что не сложно представить в реальной магнитосфере.  

 

Рисунок 14. Примеры решений дисперсионного соотношения (3.5.1) при 

различных параметрах плазмы. Здесь 𝑋 = 𝑅𝑒൫𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ൯, 𝑌 = 𝐼𝑚൫𝜔 𝛺ௗ೐

⁄ ൯, изолинии в 

красной области соответствуют значениям 𝐿௕೛
𝛬ே 𝛽௣⁄ ,  точки их пересечения с жирной 

линией соответствует решениям 𝜔ே/𝛺ௗ೐
. Описание параметров плазмы представлены в 

тексте. 

Здесь приведены обозначения как в разделе 2.6. Напомним, что 𝐿௕೛
𝛬ே 𝛽௣⁄  – 

положительная и действительная величина, поэтому волна с собственными частотами 𝜔ே 

существует, когда 𝑅𝑒𝑓(𝜔ே) > 0 и 𝐼𝑚𝑓(𝜔ே) = 0. Красный цвет на графиках соответствует 

положительным значениям дисперсионной функции 𝑅𝑒𝑓(𝜔), а синий – отрицательным, т. 

е. когда решений нет. Изолинии в области положительных значений функции (красная 

область) соответствуют значениям 𝑅𝑒𝑓(𝜔) = 𝐿௕೛
𝛬ே 𝛽௣⁄ . Жирная линия соответствует  

𝐼𝑚𝑓(𝜔) = 0. Таким образом, решениям дисперсионного соотношения (3.5.1) 
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соответствуют точки на пересечении изолиний 𝑅𝑒𝑓(𝜔) в красной области и линии 

𝐼𝑚𝑓(𝜔) = 0. 

Значения параметров в параболическом приближении для магнитного поля на рисунке 

14.а: 𝜀ᇱ
଴೛

𝜀଴೛
ൗ = 0; 𝑛ᇱ

௣ 𝑛௣⁄ = 0; 𝜀ᇱ
଴೐

𝜀଴೐
⁄ = 0; 𝑛ᇱ

௘ 𝑛௘⁄ = 0; 𝑆 = 0; и на рисунке 14.б: 

𝜀ᇱ
଴೛

𝜀଴೛
ൗ = 0; 𝑛ᇱ

௣ 𝑛௣⁄ = 0; 𝜀ᇱ
଴೐

𝜀଴೐
⁄ = 0; 𝑛ᇱ

௘ 𝑛௘⁄ = 0; 𝑆 = 1. Справа от каждого графика 

указан шаг изменения значений 𝐿௕೛
𝛬ே 𝛽௣⁄ . 

 

 

Рисунок 15. Тоже, что и рисунок 14. 

На рисунке 14.а видно, что жирная линия 𝐼𝑚𝑓(𝜔) = 0 пересекает изолинии 𝐿௕೛
𝛬ே 𝛽௣⁄  в 

области, где 𝐼𝑚൫𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ൯ < 0. Это означает, что в отсутствие градиентов температуры и 

концентрации и при распределении Максвелла электронов по скоростям неустойчивости 

быть не может. Тот же вывод можно сделать, подставив соответствующие значения 

(𝜀ᇱ
଴೛

𝜀଴೛
ൗ = 0; 𝑛ᇱ

௣ 𝑛௣⁄ = 0; 𝜀ᇱ
଴೐

𝜀଴೐
⁄ = 0; 𝑛ᇱ

௘ 𝑛௘⁄ = 0; 𝑆 = 0) в выражения (3.3.9), (3.4.8) и 

(3.3.11), (3.4.10). Из выражений (3.3.9, 3.4.8) видно, что волна может существовать. 

Однако из (3.3.11, 3.4.10) следует, что неустойчивость не реализуется, т. к. неравенства 

(3.3.11, 3.4.10) не выполняются. В то же время, если ввести инверсную функцию 

распределения (рисунок 14.б), получится ситуация, когда линия 𝐼𝑚𝑓(𝜔) = 0 пересекает 

изолинии 𝐿௕೛
𝛬ே 𝛽௣⁄  в области положительных реальных и мнимых значений 

дисперсионной функции (𝐼𝑚൫𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ ൯ > 0 и 𝑅𝑒𝑓(𝜔ே) > 0). То есть, выполняются условия 

для развития неустойчивости плазмы. Подставив соответствующие значения (𝜀ᇱ
଴೛

𝜀଴೛
ൗ =

0; 𝑛ᇱ
௣ 𝑛௣⁄ = 0; 𝜀ᇱ

଴೐
𝜀଴೐

⁄ = 0; 𝑛ᇱ
௘ 𝑛௘⁄ = 0; 𝑆 = 1) в выражения (3.3.9) и (3.3.11), мы 
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убеждаемся, что неравенства выполняются. Это означает, что возможна неустойчивость 

волны. 

Для графиков на рисунке 15 использовались следующие параметры: рисунок 15.а: 

𝜀ᇱ
଴೛

𝜀଴೛
ൗ = 0,3𝐿ିଵ; 𝑛ᇱ

௣ 𝑛௣⁄ = 0,3𝐿ିଵ; 𝜀ᇱ
଴೐

𝜀଴೐
⁄ = 1,5𝐿ିଵ; 𝑛ᇱ

௘ 𝑛௘⁄ = −1,5𝐿ିଵ; 𝑆 = 0; и 

рисунок 15.б: 𝜀ᇱ
଴೛

𝜀଴೛
ൗ = 0,3𝐿ିଵ; 𝑛ᇱ

௣ 𝑛௣⁄ = 0,3𝐿ିଵ; 𝜀ᇱ
଴೐

𝜀଴೐
⁄ = 1,5𝐿ିଵ; 𝑛ᇱ

௘ 𝑛௘⁄ = −1,5𝐿ିଵ; 

𝑆 = 1. 

На рисунке 15.а видно, что неустойчивость может существовать и при распределении 

Максвелла электронов по энергиям, но при наличии градиентов температуры и 

концентрации частиц. На рисунке 15.б показано, что инверсность распределения 

усиливает неустойчивость. Отметим, что для численных расчетов мы использовали 

формулу без приближения относительно 𝜔 𝛺ௗ೐
⁄ . Из приведенных рисунков видно, что 

неустойчивость имеет максимальный инкремент, когда собственная частота дрейфово-

компрессионной моды близка к дрейфовой частоте электронов.  

 

Рисунок 16. Модельная функция распределения горячих электронов (3.1.2) при 

параметрах 𝜀௘೘ೌೣ
= 10 кэВ,  𝛽௘ = 0.05, 𝑆 = 60. 

Отметим, что полученные результаты служат только иллюстрацией возможности 

существования неустойчивостей т. к. в приведенных примерах рассмотрена горячая 

плазма (𝛽 > 1), в то время как в большей части земной магнитосферы плазма обычно 

холодная, т. е. 𝛽 < 1. Так как при малых 𝛽 даже для фундаментальной гармоники 

(𝐿௕೛
𝛬ே ≈ 4.4 при 𝑁 = 1) величина 𝐿௕೛

𝛬ே 𝛽௣ ≫ 1⁄ , то для реальных параметров 
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магнитосферной плазмы ближе всего случай 𝜔଴ 𝛺ௗ೐
⁄ ≫ 1 (асимптотические выражения 

(3.4.2) и (3.4.3)). 

Для примера найдем основную частоту дрейфово-компрессионной моды для магнитной 

оболочки 𝐿 = 6,6𝑅ா  . Для простоты пренебрежем градиентами температуры и 

концентрации, считая их малыми. Энергию электронов в максимуме инверсного 

распределения положим 𝜀௘೘ೌೣ
= 10 кэВ, а азимутальное волновое число 𝑘ଶ = 70. Плазму 

будем считать холодной 𝛽௣ = 0,5, 𝛽௘ 𝛽௣⁄ = 0,1. Пренебрегая градиентами, неустойчивость 

возникает при 𝑆 > 𝜔଴ 𝛺ௗ೐
⁄ . Приведенные параметры плазмы соответствуют случаю 

𝜔଴ 𝛺ௗ೐
⁄ ≫ 1. Поэтому частоту 𝜔଴ и инкремент неустойчивости 𝛾 будем определять с 

помощью формул (3.4.2) и (3.4.3), соответственно. В отсутствие градиентов выражения 

для собственной частоты и инкремента примут вид: 

𝜔଴ = 𝛺ௗ೛

𝐿௕೛

𝛽௣
Λே

𝑆 +
3
4

, 𝛾 = 𝛺ௗ೐

𝜋 ൬
𝜔଴

𝛺ௗ೐

൰
ௌାହ ଶ⁄

𝑒
ି

ఠబ
ఆ೏೐

Г(𝑆 + 3 2⁄ )

൬𝑆 −
𝜔଴

𝛺ௗ೐

൰

ቀ𝑆 +
3
4

ቁ
. 

При выбранных параметрах плазмы неустойчивость возможна, когда смоделированная 

инверсная функция распределения электронов (3.1.2) имеет значение параметра 𝑆 > 59. 

Для расчетов мы выбрали значение 𝑆 = 60. При этом значении график распределения 

(3.1.2) показан на рисунке 16. Подставляя приведенные значения параметров плазмы 

(𝜀௘೘ೌೣ
= 10 кэВ, 𝑆 = 60, 𝑘ଶ = 70, 𝛽௣ = 0,5,  𝛽௘ = 0.05) в выражения (3.4.2) и (3.4.3) 

получим частоту волны 𝑓଴ = 1,6 мГц и инкремент неустойчивости 𝛾 = 4,8 ∗ 10ିହ сିଵ. При 

этом значение отношения инкремента и частоты будет 𝛾 𝑓଴⁄ = 3 ∗ 10ିଶ. Отметим, что при 

значении альфеновской скорости 𝑉஺ = 1000 км с⁄  на данной L-оболочке (𝐿 = 6,6𝑅ா), 

основная частота альфвеновского резонанса будет приблизительно 7,7 мГц. Таким 

образом, частота дрейфово-компрессионной волны оказывается ниже частоты 

альфвеновского резонанса. При уменьшении значения азимутального волнового числа 𝑘ଶ, 

частота дрейфово-компрессионной волны будет тоже уменьшаться, т. к. она прямо 

пропорциональна  𝑘ଶ. Полученное отношение инкремента к собственной частоте близко к 

значениям в [Hughes et al., 1978] для альфвеновских волн генерируемых баунс-дрейфовой 

неустойчивостью и декременту затухания на ионосфере. 

Еще важно отметить, что частота дрейфово-компрессионной волны бегущей на восток 

пропорциональна азимутальному волновому числу, так же как в случае с волной, 

распространяющейся на запад.  
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3.6     Заключение к главе 3 

В этой главе мы показали, что дрейфово-компрессионные волны могут 

распространяться в направлении дрейфа электронов, т. е. на восток. В рассмотренной 

нами модели, как и в предыдущей главе, на генерацию таких волн существенным образом 

влияют два фактора – неоднородность плазмы поперек магнитных оболочек и 

инверсность функции распределения частиц по энергиям. При этом нами показано, что 

эти два фактора могут независимо друг от друга вызывать неустойчивость плазмы, а их 

комбинация увеличивает инкремент. 

Собственная частота дрейфово-компрессионных мод, распространяющихся в сторону 

дрейфа электронов, пропорциональна азимутальному волновому числу. Такое же 

поведение характерно и для волн, распространяющихся в сторону дрейфа протонов, 

рассмотренных в предыдущей главе. 

Если функция распределения монотонна (распределение Максвелла), то колебания, 

распространяющиеся в направлении дрейфа электронов, могут резонансно 

взаимодействовать с электронами, т. е. возникнет дрейфовая неустойчивость. Это 

становится возможным при определенных градиентах температуры и концентрации 

электронов и протонов. Однако численные расчеты показали, что в этом случае градиенты 

должны быть достаточно сильными, и не ясно, возможны ли такие параметры плазмы в 

реальной магнитосфере Земли. 

Инверсное распределение электронов по энергиям может генерировать дрейфово-

компрессионные волны, распространяющиеся на восток, когда фазовая скорость волны 

меньше средней скорости магнитного дрейфа частиц в пучке (в локальном максимуме 

инверсного распределения). Такая ситуация возможна даже однородной плазме, а 

радиальные градиенты температуры и плотности могут снижать порог неустойчивости. 

Как и в случае распространения волн в сторону дрейфа протонов, инкремент принимает 

наибольшие значения при росте температуры и уменьшении плотности частиц с 

удалением от Земли (положительный радиальный градиент температуры и отрицательный 

радиальный градиент концентрации). Чем сильнее выделен пик в распределении горячих 

электронов, тем меньше порог неустойчивости. 

В качестве примера, мы подобрали параметры потока энергичных электронов таким 

образом, чтобы функция распределения (рисунок 16) была схожа с наблюдаемыми 

распределениями в магнитосфере Земли, и посчитали частоту дрейфово-компрессионной 

волны для магнитной оболочки 𝐿 = 6,6𝑅ா. Она оказалась равной 1,6 мГц, что 

существенно ниже Альфвеновской частоты 7,7 мГц, которая получается для той же 
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магнитной оболочки при скорости Альфвена 𝑉஺ = 1000 км с⁄ . В приведенном нами 

случае, амплитуда дрейфово-компрессионной волны растет с инкрементом 0.03 частоты 

из-за резонансного взаимодействия с горячими электронами. 
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Заключение 

Целью данной работы было рассмотреть в гирокинетическом приближении 

азимутально-мелкомасштабные компрессионные волны в магнитосферной плазме. 

В первой главе, приведен вывод дисперсионных уравнений компрессионных волн в 

гирокинетическом подходе для однородного магнитного поля при различных составах 

плазмы, мы рассмотрели случаи, когда частицы распределены по скоростям поперек и 

вдоль магнитного поля неравномерно, что создает условия для возникновения зеркальной 

неустойчивости. 

Дисперсионное соотношение, найденное нами в рамках гирокинетики при условии 

пренебрежения холодными электронами (электроны, тепловая скорость которых меньше 

фазовой скорости волны) и отсутствия анизотропии частиц по скоростям, полностью 

совпадает с уравнением для ММЗ волн, получаемым в МГД подходе. Отметим, что для 

получения корректного дисперсионного уравнения магнитного звука в рамках кинетики 

необходимо учитывать «продольный потенциал» 𝜑∥, который определяет параллельное 

электрическое поле волны. В гидродинамике оно отсутствует. При этом рост анизотропии 

до 𝜏 < − 𝑆ଶ 𝐴ଶ⁄ , при кинетическом рассмотрении, вызывает неустойчивость, поведение 

которой сходно с поведением зеркальной неустойчивости, полученной в рамках МГД. В 

этом случае, из-за схожести решений, такую моду можно назвать «МГД зеркально-

неустойчивой», хотя все уравнения получены исключительно в рамках кинетики. 

В случае, когда в рассматриваемой плазме концентрация холодных электронов будет 

больше чем 𝑚௘ 𝑚௜⁄ , а анизотропия скоростей частиц отсутствует, будет существовать 

только неосциллирующая затухающая мода. Другими словами, даже малая концентрация 

холодных электронов приводит к невозможности распространения ММЗ колебаний в 

плазме, где тепловые скорости частиц поперек и вдоль магнитного поля распределены не 

равномерно. Однако при росте анизотропии до определенных пределов (|𝜏| ≪ 1) 

появляется растущая мода, так называемая, «кинетическая зеркально-неустойчивая» мода. 

В следующих главах, в рамках гирокинетики, мы рассматривали поперечно-

мелкомасштабные компрессионные колебания в аксиально-симметричной двумерно-
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неоднородной модели магнитосферы, что позволило учесть эффекты кривизны 

магнитного поля, а так же эффекты, связанные с баунс-движением заряженных частиц. 

Магнитное поле Земли считалось дипольным, т. к. такое приближение хорошо работает на 

рассматриваемой нами области магнитосферы. Кроме того, мы рассмотрели 

немонотонное распределение частиц по скоростям, обусловленное наличием потоков 

энергичных протонов и электронов, наблюдаемых в магнитосфере Земли. 

Исходя из уравнений гирокинетики, мы получили интегральное уравнение, 

описывающее продольную структуру дрейфово-компрессионной моды. Численное 

решение этого уравнения показывает, что такие моды будут узко локализованы в районе 

геомагнитного экватора, а так же симметричны относительно него. Эти выводы 

подтверждаются и экспериментально [Higuchi and Kokubun, 1988]. 

В ходе работы было установлено, что дрейфово-компрессионные моды могут 

распространяться как в направлении дрейфа протонов, на запад, так и в направлении 

дрейфа электронов, на восток. При этом неустойчивость может возникать как из-за 

градиентов температуры и плотности частиц, так и из-за инверсности распределения. 

В случае монотонного распределения частиц неустойчивость может быть вызвана 

различными комбинациями градиентов плотности и температуры. При этом направление 

фазовой скорости волны должно совпадать с направлением дрейфа энергичных частиц. 

Другими словами, волны, распространяющиеся на запад, могут резонансно 

взаимодействовать с протонами, а волны, бегущие на восток – соответственно с 

электронами. Наибольшие значения инкремента достигаются при увеличении 

температуры и одновременном уменьшении концентрации с удалением от Земли. Однако 

полученные численные оценки говорят о том, что для развития неустойчивости при 

распределении Максвелла, градиенты должны быть достаточно большими, особенно в 

случае распространения волны в сторону дрейфа электронов, что вряд ли выполняется в 

земной магнитосфере. 

Инверсное распределение частиц по энергиям само по себе провоцирует 

неустойчивость дрейфово-компрессионных мод, если фазовая скорость волны меньше 

скорости дрейфа частиц с энергией, соответствующей максимуму функции 

распределения. При этом градиенты температуры и плотности могут отсутствовать. Чем 

ярче выражены пучки высокоэнергичных частиц на фоне общего распределения по 

энергиям, тем ниже порог неустойчивости. В то же время определенные радиальные 

градиенты температуры и плотности могут еще сильнее снижать этот порог. Так же, как и 

в случае распределения Максвелла, при инверсном распределении  наибольшие 
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инкременты возникают в случае положительного радиального градиента температуры и 

отрицательного плотности. 

Аналитически показана зависимость частоты дрейфово-компрессионной волны от 

азимутального волнового числа, что наблюдается экспериментально [Mager et al., 2015; 

Chelpanov et al., 2016; Rubtsov et al., 2018]. 

Полученные результаты могут быть полезны при интерпретации наблюдений волновых 

явлений в магнитосфере с частотами в диапазоне геомагнитных пульсаций  Pc5 и ниже. 
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