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О ВОЗМОЖНОСТИ ЛОКАЛИЗАЦИИ ВОЛН Рс1 ВБЛИЗИ ИОНОСФЕРЫ  

С УЧЕТОМ НАЛИЧИЯ ТЯЖЕЛЫХ ИОНОВ В МАГНИТОСФЕРЕ 

О.С. Михайлова 

ON THE POSSIBILITY OF LOCALISATION OF Pc1 WAVES NEARBY THE IONOSPHERE, TAKING 

ACCOUNT OF HEAVY IONS IN THE MAGNETOSPHERE  

O.S. Mikhailova 

Статья посвящена исследованию возможности локализации короткопериодических УНЧ-волн в областях магнито-

сферы, граничащих с верхней границей ионосферы (приионосферных областях локализации), при наличии в магнито-

сферной плазме тяжелых ионов. С помощью ВКБ-приближения приионосферные области исследуются на предмет воз-

можности возбуждения собственных мод, подобно возбуждению УНЧ-колебаний в экваториальном резонаторе. Показа-

но, что существование таких мод невозможно, а при переходе волны из приионосферной области в область, непрозрач-

ную для волны, происходит полное поглощение энергии. 

This paper examines the possibility of localisation of short-term ULF waves in the magnetospheric regions contiguous to the 

upper boundary of the ionosphere (near-ionospheric regions of localisation), taking account of heavy ions in magnetospheric 

plasma. Using the WKB approximation, we examine whether near-ionospheric regions can excite eigenmodes similarly to excita-

tion of ULF oscillations in the equatorial resonator. Existence of such modes is proved to be impossible, and total energy absorp-

tion is proved to take place as the wave passes from the near-ionospheric region to the region opaque to wave. 

 

 

Введение 

Работа посвящена исследованиям структуры 

УНЧ-волн в магнитосфере с примесью тяжелых 

ионов. Частота волн предполагается сопоставимой с 

гирочастотой ионов в магнитосфере. В случае на-

земных наблюдений это короткопериодические гео-

магнитные пульсации диапазона Рс1, включая так 

называемые «жемчужины».  

В течение долгого времени основной была мо-

дель, согласно которой жемчужины представляют 

собой волновые пакеты, бегущие вдоль силовой ли-

нии и попеременно отражающиеся от разных полу-

шарий [Гульельми, 1979; Demekhov, 2007]. Пре-

имущественной областью источников этих волн 

обычно считается плазмопауза [Дмитриенко, Мазур, 

1983; Dmitrienko, Mazur, 1985, 1992; Дмитриенко и 

др., 1986]. Однако недавние спутниковые наблюде-

ния противоречат этой картине. Прежде всего, со-

гласно модели бегущего волнового пакета с перио-

дом повторения жемчужин связывают скачок пакета 

«вперед-назад», т. е. волновой пакет прошел путь 

вдоль всей силовой линии, отразился от ионосферы 

и вернулся. В этом случае зарегистрированный на-

земными установками период повторения жемчу-

жин должен быть в два раза больше, чем регистри-

руемый спутниками в космосе. Однако этого не 

происходит: период повторения, наблюдаемый на 

земной поверхности, совпадает с наблюдаемым в 

космосе [Mursula, 2007].  

Важным аспектом является наличие в магнито-

сфере Земли тяжелых ионов. В частности, ионов 

кислорода может быть так же много, как и протонов 

[Yang et al., 2010]. Поэтому учет такой примеси при 

описании среды распространения УНЧ-волн необ-

ходим. Добавление тяжелых ионов приводит к тому, 

что на силовой линии появляются области, прозрач-

ные и непрозрачные для распространения волн. В 

этом случае волновой пакет может перемещаться 

только в областях прозрачности. Таких областей 

вдоль силовой линии несколько: резонатор, распо-

ложенный в экваториальной части силовой линии и 

ограниченный классическими точками поворота, а 

также две области, расположенные вблизи ионосфер 

разных полушарий, ограниченные верхней границей 

ионосферы с одной стороны и точками сингулярно-

сти с другой [Klimushkin et al., 2010; Мариловцева и 

др., 2010; Гульельми, 1967; 2007; Guglielmi et al., 

2000; 2001; Guglielmi, Kangas, 2007]. Резонатор воз-

никает в случае использования для описания струк-

туры волн как квазипродольного приближения 

[Гульельми, 1967, 2007; Guglielmi et al., 2000, 2001; 

Guglielmi, Kangas, 2007], так и квазипоперечного 

[Klimushkin et al., 2010; Мариловцева и др., 2010]. 

Собственные частоты резонатора квантованы. В 

работах [Klimushkin et al., 2010; Мариловцева и 

др., 2010] предполагается, что экваториальный 

резонатор служит резервуаром энергии и опреде-

ляет частоту возбуждаемой волны. Некоторая до-

ля энергии волн проникает в области непрозрач-

ности, отделенные от резонатора точками поворо-

та. Было найдено, что за пределами резонатора 

для области непрозрачности существует одно 

спадающее решение, которое в результате описы-

вает установление колебаний в приионосферной 

области проводимости. 

Главной задачей данного исследования является 

выяснение вопроса, могут ли там возникать собст-

венные колебания, т. е. имеется ли спадающее ре-

шение вблизи точки сингулярности, а также какая 

доля энергии теряется при прохождении волны че-

рез точку сингулярности.  

Мы исходили из того, что вблизи ионосферы при-

менимо приближение ВКБ, но при подходе к точке 

сингулярности ВКБ-решения становятся неверными. 

Поэтому область вблизи точки сингулярности необ-

ходимо рассматривать как  область применения ре-

шений уравнения Бесселя. В области непрозрачности 

в окрестности точки сингулярности справедливы ре-

шения модифицированного уравнения Бесселя, 

вдали от точки сингулярности снова становятся 

допустимыми решения, полученные при помощи 

ВКБ-приближения. 
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Выкладки проведены для квазипоперечного рас-

пространения, однако полученные результаты спра-

ведливы и в случае квазипродольного распростра-

нения, поскольку резонатор и приионосферные об-

ласти проводимости возникают в обоих случаях и 

имеют одинаковые свойства. 

 
Система координат 

Используем аксиально-симметричную модель 

магнитосферы. Вводим ортогональную систему 

координат {х1, х2, х3}, привязанную к магнитному 

полю. Здесь координатная поверхность х1=const 

совпадает с магнитной оболочкой, х2 отмечает си-

ловую линию на магнитной поверхности, а коор-

дината х3 отмечает точку на силовой линии. Эле-

мент длины в такой системе задается выражением 

2 1 2 2 2 3 2

1 2 3( ) ( ) ( ) .dl g dx g dx g dx= + +  (1) 

Здесь 
1 3( , )i iig g x x=  – диагональные компоненты 

метрического тензора (недиагональные равны нулю 

в силу ортогональности системы). Детерминант 

метрического тензора записывается как 

1 2 3.g g g g=  Верхние и нижние индексы означа-

ют контравариантные и ковариантные компоненты 

вектора соответственно. Они связаны между собой 

выражением / .j

j ja a g=  «Физические» компоненты 

вектора (т. е. измеряемые в обычном евклидовом 

базисе) определяются как � .
j j

j j

j

a
а g a

g
= = Сум-

мирование по повторяющимся индексам здесь не 

подразумевается. 

 
Продольная структура УНЧ-колебаний в 

приионосферной области при учете неидеально 

проводящей ионосферы 

В работах [Klimushkin et al., 2010; Мариловце-

ва и др., 2010] при исследовании приионосферных 

областей предполагалось, что ионосфера является 

идеально проводящей поверхностью для волны, в 

результате чего волна полностью отражается от 

границы ионосферы. Однако, так как геомагнит-

ные пульсации наблюдаются на Земле, часть 

энергии волны все-таки проникает сквозь ионо-

сферу. Именно поэтому случай, рассматриваемый 

в данной работе, важен для правильного описания 

структуры волны. 

В последнее время появились свидетельства до-

вольно сильной поперечной локализации волн Рс1 

[Engebretson et al., 2002, 2008; Mursula, 2007; Yahnin 

et al., 2007], что соответствует большому значению 

поперечной компоненты волнового вектора, таким 

образом, рассмотрение волны в квазипоперечном 

приближении справедливо. В случае тороидально 

поляризованной волны, когда 1 2 ,k k>>� �  продольная 

структура УНЧ-колебаний в приионосферной об-

ласти задается уравнением 

2

2
3 3 2

1

0.
gg

g cg
⊥

 ω
∂ ∂ + ε Φ =  
 

 (2) 

Здесь 3 3
,

x

∂
∂ =

∂
 ⊥ε  – компонента тензора диэлек-

трической проницаемости. Если частота волны су-

щественно ниже, чем гирочастота электронов Ωce, а 

также присутствуют два типа ионов: протоны и тя-

желые ионы, то тензор диэлектрической проницае-

мости записывается в виде 

,ε = −∞�   

2 2

pp ph

2 2 2 2

cp ch

,⊥

Ω Ω
ε = +

Ω − ω Ω − ω
  

2 2 2

pe cp pp phch

2 2 2 2
ce cp ch

,
Ω Ω Ω ΩΩ

η = − −
ωΩ ω ωΩ − ω Ω − ω

  

где Ωp и Ωc – электронные (индекс e), ионные (h) и 

протонные (р) плазменная и циклотронная частоты 

соответственно, ω – частота волны. В случае полои-

дально поляризованной волны (k1<<k2) уравнение 

также имеет вид (2), но с несколько отличными ко-

эффициентами. 

Заменим в уравнении (2) продольную координа-

ту x3 на ξ следующим образом: 

3

2

,
g

d dx
g

ξ =   

в результате чего уравнение (2) примет вид 

2

2
( ) 0,V

∂ Φ
+ ξ Φ =

∂ξ
 (3) 

где 
2

2

2
1

( ) ,
g

V
g c

⊥

ω
ξ = ε   

здесь с – скорость света.  

Решим это уравнение для области, заключенной 

между ионосферой и точкой сингулярности, исполь-

зуя ВКБ-приближение. В этом случае ВКБ-решение 

запишется как 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1
01/ 4

z
01/ 4

exp

exp ;

A
i V d

V

A
i V d

V

ξ

ξ

Φ = ξ ξ +
ξ

+ − ξ ξ
ξ

∫

∫
 (4) 

A1 и A2 – постоянные коэффициенты.  

Перейдем к граничным условиям. В случае не-

идеально проводящей ионосферы граничные усло-

вия записываются в виде [Leonovich, Mazur, 1993] 

i i3
.

x

±
ξ ± ξ ±

ν ∂Φ
Φ =

ω ∂
 (5) 

Здесь ξi – координата границы ионосферы, 

( )2

P

cos x

4

c ±
± ±

ν =
π∑

 (знаки плюс и минус относятся к 

ионосферам разных полушарий), х – угол между 

силовой линией и вертикалью к ионосфере в точке 

их пересечения, а P

±∑  – интегральная педерсенов-

ская проводимость ионосферы. Так как мы рассмат-

риваем одну область проводимости с одной ионосфе-

рой и одной точкой сингулярности, а вторая область 
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симметрична первой, мы вправе рассмотреть решение 

при граничных условиях только с одним знаком. В 

таком случае соотношение между коэффициентами 

( )

( ) ( )

i s4 ( )

1 2

4
i s i s

2

4
i s i s

2

4 ( ) 4

;

4 4

i a
A A e

g
i a

g

g
i a

g

− ξ −ξ
= − ×

 
ω ξ − ξ − ν − ν ξ − ξ 

 ×
 
 ω ξ − ξ + ν − ν ξ − ξ 
  

 (6) 

ξs – координата точки сингулярности. Зависимость 

соотношения коэффициентов от параметра ν пред-

ставлена на рис. 1. 

Решение (4) справедливо вдали от точки сингу-

лярности. Вблизи точки сингулярности потенциал 

имеет вид 

s

( ) ,
a

V ξ =
ξ − ξ

 (7) 

где a – положительная константа. В этом случае 

решение (4) будет иметь вид 

( ) ( )

( ) ( )

s

s

1/ 4

21 s

1/ 4

1/ 4

22 s

1/ 4
.

i a

i a

A
e

a

A
e

a

ξ−ξ

− ξ−ξ

ξ − ξ
Φ = +

ξ − ξ
+

 (8) 

Решение (6), полученное при помощи ВКБ-прибли-

жения, несправедливо при нахождении в окрестно-

сти точки сингулярности. В этой области необхо-

димо рассматривать уравнение (3) как неполное 

уравнение Бесселя. В таком случае его решение за-

пишется как 

( )

( )( ) ( )( )

1/ 2

s

1 1 s 2 1 s2 2 ,a J a a Y a

Φ = ξ − ξ ×

 × ξ − ξ + ξ − ξ  

 (9) 

где J1 и Y1 – функции Бесселя, a1 и a2 – коэффициен-

ты. Вдали от точки сингулярности мы вправе вос-

пользоваться асимптотическим разложением для 

функций Бесселя. Таким образом, выражение (9) 

перепишется в виде 

( )

( ) ( )

( )

s

s

1/ 4

s 2
1 21/ 4

1/ 43
2 s4 2

1 21/ 4

3
24

2

2

.

i

i ii a

i i a

a e a
a

e e a e a
a

e e

π

π π
− ξ−ξ

π
− ξ−ξ

 ξ − ξ
Φ = − ×  π  

 ξ − ξ
× + + ×  π  

×

 (10) 

После сшивки этого выражения с решением (8), с уче-

том соотношения между коэффициентами (6), полу-

чим соотношение между коэффициентами a1 и a2: 

i s

i s

3
4 ( )2

1 2 3
4 ( )2

1
,

1

i
i a

i i a

e e
a a

e e

π
− ξ −ξ

π
− ξ −ξ

 
− θ = −  

 + θ 

  

где θ – выражение, стоящее в квадратных скобках из 

соотношения (6).  

 

Рис. 1. Зависимость соотношения коэффициентов от 

параметра ν. 

 

Рис. 2. Зависимость волновой функции от продольной 

координаты в приионосферной области прозрачности при 

разных граничных условиях: сплошная линия – идеально 

проводящая ионосфера, штриховая – неидеально прово-

дящая ионосфера. 

Зависимости полученного решения от продоль-

ной координаты при различных граничных условиях 

показаны на рис. 2.  

Выполнив аналитическое продолжение функции 

через особенность, получим структуру волны вбли-

зи точки сингулярности: 

{ ( )( )
( )

( )

( )( ) }

i s

2 s 1 s

3
4 32

2
3

42

1 s

1

1

2 / 2 .

i s

i i a
i

i i a

a I a

e e
e

e e

K a

π
− ξ −ξ π

π
− ξ −ξ

Φ = ξ − ξ ξ − ξ ×


− θ × + −

 + θ 

 − π ξ − ξ  

 (11) 

Здесь I1 и K1 – модифицированные функции Бесселя, 

a2 – амплитуда источника.  

Чтобы найти поле в точке сингулярности, при-

меним асимптотическое разложение для функций 

Бесселя при малых значениях аргумента. Таким об-

разом, структура волны в точке сингулярности 

( ) ( )2
1 s s sln .

a
a a a

a

 
Φ = ξ − ξ + ξ − ξ ξ − ξ 

π 
 (12) 

Видно, что в точке сингулярности амплитуда волны 

конечна, хотя и имеет скачок. Коэффициенты a1 и a2 – 

те же, что и в (9). 
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Продольная структура волны в области не-

прозрачности 
Исследование экваториального резонатора 

[Klimushkin et al., 2010; Мариловцева и др., 2010], в 

котором усиливаются УНЧ-волны, привело к выяв-

лению следующих эффектов. Некоторая доля энер-

гии волн проникает в области непрозрачности, от-

деленные от резонатора точками поворота. Спектр 

колебаний в резонаторе дискретен, частоты возбуж-

даемых волн определяются собственными частота-

ми резонатора. Было найдено, что за пределами ре-

зонатора для области непрозрачности существует 

одно спадающее решение, которое в результате приво-

дит к установлению колебаний в приионосферной об-

ласти проводимости. Выкладки, приведенные в дан-

ном разделе, отвечают на вопрос о том, возможно ли 

существование такого спадающего решения вблизи 

точки сингулярности. 

В области непрозрачности продольная структура 

волны описывается выражением 

( )( ) ( )( )
s

1 1 s 2 1 s

2
2 2 .a I a a K a

Φ = ξ − ξ ×

 
′ ′× ξ − ξ − ξ − ξ π 

 (13) 

Здесь 1a′  и 2a′  – постоянные коэффициенты. Из это-

го уравнения видно, что имеются два линейно неза-

висимых решения. Интересно проверить, возможно ли 

существование лишь одной моды, которая могла 

бы привести к генерации собственных колебаний в 

приионосферной области проводимости, и при каких 

граничных условиях такое спадающее решение может 

существовать. Поскольку с ионосферой граничит 

только область, описываемая ВКБ-приближением, 

необходимо совершить последовательно аналитиче-

ское продолжение функции в область обычных 

функций Бесселя и сшить его с решением ВКБ, та-

ким образом выразив решение через коэффициенты 

A1 и A2. После чего, применив необходимые гранич-

ные условия, совершим обратные действия и полу-

чим соотношения коэффициентов 1a′  и 2 .a′  

В качестве граничных условий рассмотрим два 

случая: ионосфера, обладающая большой проводи-

мостью и малой проводимостью. В случае большой 

проводимости ионосферы 

i 0,Φ ξ =   

соотношение между коэффициентами 

( )

( )

i s

i s

3
43 2

2
1 2 3
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1
.

1

i i a
i

i i a

e e
a a e

e e

π
− ξ −ξπ

π
− ξ −ξ

 
− ′ ′= + 

 + 

 (14) 

Из данного выражения видно, что в случае равенст-

ва нулю одного из коэффициентов второй тоже ста-

новится равным нулю. Таким образом, существова-

ние при заданных граничных условиях одного ли-

нейно независимого решения невозможно. 

Проделав аналогичные операции в случае малой 

проводимости ионосферы: 

i 0
d

d
ξ

Φ
=

ξ
  

получим соотношение между коэффициентами при 

данных граничных условиях: 

( )

( )

i s

i s

3
43 2

2
1 2 3
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1
,

1

i i a
i

i i a

e e
a a e

e e

π
− ξ −ξπ

π
− ξ −ξ

 
− ψ ′ ′= + 

 + ψ 

 (15) 

где 
1/ 4

i s

1/ 4

i s

1 4 ( )
.

1 4 ( )

i a

i a

− ξ − ξ
ψ =

+ ξ − ξ
 В этом случае также 

видно, что существование одного решения невоз-

можно. Поэтому можно заключить, что для области 

непрозрачности существуют и спадающее, и расту-

щее решения, которые взаимно гасят друг друга, 

поэтому возбуждение собственных колебаний вбли-

зи ионосферы невозможно. 

 

Потери энергии при прохождении через точку 

сингулярности 

Как уже было показано, при прохождении волны 

через точку сингулярности амплитуда волны воз-

растает до большого, но конечного значения и со 

стороны приионоферной области устанавливаются 

устойчивые колебания. Интересно посмотреть, что 

же происходит с энергией при прохождении волны 

из приионосферной области в область непрозрачно-

сти. Для исследования потери энергии в точке резо-

нанса рассмотрим средний поток вектора Пойнтинга 

[Ландау, Лифшиц, 2005]: 

Re , .
8

c
S E B

∗ =
  π

�� ��
 (16) 

Рассмотрим волну, распространяющуюся в про-

дольном направлении (слева направо, из приионо-

сферной области в область непрозрачности). Тогда 

(16) преобразуется в 

3 1 2Re( , ).
8π

c
S E B

∗=  (17) 

Применив ВКБ-приближение к компоненте элек-

трического поля 

1 1 ,E ik= − Φ   

вычислив компоненту магнитного поля из уравне-

ний Максвелла 

2 1 3 ,
ω

c
B k

∗ ∗= − ∂ Φ   

получим выражение для вычисления потока вектора 

Пойнтинга 

( )2
3 1 3Re , .

8

c c
S ik

 
= Φ ∂ Φ 

π ω 
 (18) 

Справа вблизи точки особенности волновая функ-

ция [Klimushkin et al., 2010; Мариловцева и др., 

2010] имеет вид 

( ) ( )

/ 4

0 0

s s

sin

1
ln ,

a e S

a
a

a

−πΦ = π ×

 
× ξ − ξ ξ − ξ − 

π π 

 (19) 

где a0 – амплитуда источника, S0 – фаза. Подставив 

данное выражение в (18), получим 
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3 0.S =   

Слева от точки особенности выражение для волновой 

функции получается с помощью процедуры прохож-

дения через особенность. Здесь функция имеет вид 

( ) ( )

/ 4

0 0

s s

sin

1
{ln } .

a e S

a
a i

a

−πΦ = π ×

 
× ξ − ξ ξ − ξ + π − 

π π 

 (20) 

Поток вектора Пойнтинга будет определяться вы-

ражением 

( ) ( )

2
2 2 2 2

3 1 0 0

s s

sin
8

{1 2 ln } 1 .

gc
S k a S

g

a a

= ×
πω

× ξ − ξ + ξ − ξ −  

 (21) 

Из выражения (21) видно, что поток вектора Пойн-

тинга слева от точки сингулярности не равен нулю и 

направлен вдоль увеличения координаты. Это озна-

чает, что волна, распространяясь в приионосферной 

области проводимости, при переходе через точку 

сингулярности полностью затухает; происходит 

полное поглощение энергии волны. Таким образом, 

в точке сингулярности происходит процесс, сход-

ный с альфвеновским резонансом. 

 
Заключение 

Было найдено, что невозможно возбуждение соб-

ственных колебаний в приионосферных областях. В 

области непрозрачности невозможно существование 

одного спадающего решения, которое описывает 

структуру волны, что могла бы оказывать влияние на 

колебания в резонаторе. Таким образом, получаем сле-

дующую картину: в экваториальной части силовой 

линии имеется резонатор, ограниченный точками по-

ворота, которые отделяют резонатор от областей не-

прозрачности. В этих областях волна затухает, однако, 

если энергия волны достаточно велика, часть волны 

может туннелировать сквозь области непрозрачности 

и проникать в приионосферные области проводимо-

сти. Проходя через точку сингулярности, волна пре-

терпевает что-то вроде альфвеновского резонанса, и в 

область проводимости попадает волна с уже большей 

амплитудой. В ионосфере волна постепенно затухает. 

Частота колебаний волны определяется собственными 

частотами резонатора. Так как собственные частоты 

резонатора квантованы и довольно близки друг к дру-

гу, формируются биения, структура которых очень 

близка структуре жемчужин. 
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